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Resumen

En este trabajo se plantea el problema del razonamiento temporal como un caso particular de Problema
de Satisfacción de Restricciones (CSP). Siguiendo esta perspectiva, se revisan los principales modelos de
razonamiento temporal basados en restricciones, tanto cualitativos como métricos, comentando la potencia
expresiva de cada modelo y la complejidad computacional asociada a la resolución de las tareas básicas de
razonamiento temporal. Se describen también avances recientes en modelos de restricciones entre instantes
y duraciones, orientados a la búsqueda de fragmentos expresivos y tratables. Por último, se analizan las
tendencias en este campo y las posibles ĺıneas de evolución futura.
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1. Introducción

El razonamiento temporal juega un papel impor-
tante en diversas áreas de la Inteligencia Arti-
ficial, tales como procesamiento de lenguaje na-
tural [4], planificación [5, 19], scheduling [33, 2],
diagnóstico [31, 32] o mineŕıa de datos tempora-
les [7]. La solución usual para dotar a los progra-
mas de resolución de problemas con capacidades
de gestión de información temporal consiste en
construir un razonador temporal e integrarlo con
el resolutor de problemas. El razonador tempo-
ral trata sólo con tareas de gestión e inferencia
de tiempos y relaciones temporales, y no preci-
sa ningún conocimiento sobre el dominio de la
aplicación; este otro conocimiento será manejado
exclusivamente por el resolutor de problemas. Es-
ta idea, basada en una estricta separación entre
conocimiento sobre el tiempo y sobre el dominio,
se remite a Kahn y Gorry [18] y Allen [3].

El paradigma de los Problemas de Satisfacción
de Restricciones (CSP o Constraint Satisfaction
Problems) ofrece una forma sencilla e intuitiva
para formalizar los modelos en que se basa un
razonador temporal. De hecho, un problema de
razonamiento temporal puede considerarse como
un caso particular de CSP, en el que las variables
representan entidades temporales, tales como ins-
tantes o intervalos, y las restricciones representan
las relaciones temporales permitidas entre las en-
tidades temporales [35].

Una ventaja del modelado de problemas tempora-
les como CSP es que pueden resolverse mediante
la amplia bateŕıa de algoritmos existentes para
CSP generales. Un CSP temporal contiene la in-
formación temporal de partida suministrada so-
bre el problema; para inferir nueva información
temporal sobre los tiempos de ocurrencia de los
eventos, se aplican algoritmos basados en la pro-
pagación de restricciones, que combinan exhaus-
tivamente la información temporal conocida.



Se han definido numerosos modelos de razona-
miento temporal basados en restricciones, que se
diferencian unos de otros en las entidades tempo-
rales con las que tratan y en el tipo de restriccio-
nes definidas sobre las entidades temporales. Las
posibilidades en cuanto a las entidades tempora-
les se reducen a instantes (también llamados pun-
tos), intervalos o duraciones. En cuanto al tipo de
restricciones, un modelo temporal puede manejar
relaciones cualitativas, métricas o ambas. En el
primer caso, lo que importa es el orden relati-
vo de los objetos temporales, pero no la distancia
temporal cuantitativa existente entre ellos. En al-
gunas aplicaciones, en cambio, interesa mantener
información cuantitativa sobre la disposición tem-
poral de los eventos, que se perdeŕıa usando un
modelo puramente cualitativo. A menudo son in-
teresantes también los modelos h́ıbridos, que per-
miten combinar información temporal cuantitati-
va y cualitativa.

Un aspecto importante para las aplicaciones
prácticas es la complejidad computacional aso-
ciada a los distintos problemas de razonamiento
temporal que se pueden plantear en estos mode-
los. Existen diferencias importantes en la eficien-
cia de los algoritmos para los distintos modelos.
Obviamente, cuanto mayor es la capacidad ex-
presiva de un modelo, mayor es la complejidad
computacional asociada.

En las siguientes secciones haremos un breve re-
paso a algunos de los formalismos de restricciones
temporales más representativos. La sección 2 se
dedica al estudio de los modelos de restricciones
cualitativas entre puntos y entre intervalos. En la
sección 3 haremos referencia a modelos métricos.
La sección 4 se centrará en los últimos desarrollos
en modelos de puntos y duraciones. Cerraremos
el art́ıculo con unos comentarios sobre las princi-
pales conclusiones a que conduce esta rápida re-
visión de los modelos de restricciones temporales,
y sobre las tendencias actuales en este campo.

2. Restricciones Temporales

Cualitativas

2.1. Álgebra de Puntos

Uno de los modelos más sencillos y eficientes pa-
ra razonamiento temporal con restricciones es el
álgebra de puntos (PA) de Vilain y Kautz [41].
Dados dos puntos pi y pj , se pueden definir tres

relaciones binarias cualitativas disjuntas (relacio-
nes primitivas, atómicas o básicas) entre ellos, que
expresan de forma exacta y excluyente la posición
relativa de los puntos en un eje temporal denso τ :
el punto pi puede ser anterior (<), posterior (>) o
igual (=) al punto pj . No obstante, la información
disponible sobre dos puntos será a veces incom-
pleta o indefinida y se puede expresar mediante
relaciones binarias disyuntivas que corresponden
a un subconjunto del conjunto de relaciones bási-
cas T = {<,>,=}. Por ejemplo, la disyunción
(pi < pj ∨ pi = pj) indica que la relación que
satisfacen los puntos es pi {<,=} pj , o simbólica-
mente pi ≤ pj . La relación ≤ es una relación infi-
nita que contiene el conjunto de pares de valores
{(ai, aj) ∈ τ2 | ai ≤ aj}.

Formalmente el álgebra de puntos se describe me-
diante la estructura (2T ,−1 ,∩, ◦) formada por los
8 subconjuntos de T (PA-relaciones), y las opera-
ciones internas de inversión (−1), intersección (∩)
y composición (◦) de PA-relaciones. La relación
? ≡ {<,>,=} es la relación universal : contiene
todas las parejas de valores (ai, aj) ∈ τ2. La rela-
ción ∅ es la relación nula que no contiene ningún
par de elementos del eje temporal, indicando que
la información temporal es inconsistente.

Cada relación R ∈ 2T tiene asociada una relación
inversa R−1 de forma que pi R pj ⇔ pj R−1 pi.
Por ejemplo, la inversa de < es >. La intersección
de dos relaciones R′

i,j , R
′′

i,j ∈ 2T se obtiene co-
mo la intersección de los conjuntos de relaciones
básicas que constituyen R′

i,j y R′′

i,j . La compo-
sición de dos PA-relaciones, Ri,j entre los pun-
tos pi, pj y Rj,k entre los puntos pj , pk, es una
nueva relación Ri,k = Ri,j ◦ Rj,k entre los pun-
tos pi, pk inducida por las relaciones Ri,j y Rj,k,
de forma que: pi Ri,k pk ⇔ pi Ri,j pj ∧ pj Rj,k pk

(Tabla I). Por ejemplo, de la información parcial
p1 < p2 ∧ p2 = p3 puede deducirse la relación im-
pĺıcita p1 < p3, que equivale a la composición de
las relación < entre p1, p2 y la relación = entre
p2, p3.

Un caso particular de interés es el álgebra de
puntos convexa (CPA), con las mismas operacio-
nes del PA, pero donde se excluye la relación 6=.
Los conjuntos de pares de valores que definen las
CPA-relaciones son conjuntos convexos y esto su-
pone que los algoritmos de razonamiento para es-
te modelo sean más eficientes [40].

Supongamos un conjunto de n puntos cuya po-
sición absoluta sobre el eje temporal es descono-
cida, aunque sabemos que verifican algunas rela-
ciones binarias cualitativas entre ellos. Podemos



expresar este tipo de conocimiento temporal me-
diante una red del álgebra de puntos, o abrevia-
damente PA-red. Una PA-red puede considerarse
como un CSP binario no discreto formado por un
conjunto de variables P = {p1, p2, . . . , pn} que
representan instantes de tiempo (siguiendo la no-
tación habitual para problemas PA, usaremos la
letra p para representar las variables temporales
de este tipo de CSP, en lugar de usar las últimas
letras del alfabeto); el dominio Di de cada varia-
ble es el conjunto de números reales (i.e., el eje
temporal τ) y las restricciones binarias Ci,j vie-
nen dadas por PA-relaciones Ri,j entre los pun-
tos de P . Una PA-red (o CPA-red en el caso del
álgebra de puntos convexa) puede representarse
mediante un grafo de restricciones dirigido y eti-
quetado, donde los nodos representan los puntos
de la red y cada arco i −→ j se etiqueta con el
śımbolo de la relación binaria entre los puntos pi

y pj . Esta representación permite adaptar fácil-
mente las técnicas de resolución de tareas t́ıpicas
de los CSPs binarios, que en el caso del álgebra
de puntos se traducen en algoritmos polinomiales
eficientes. La figura 1 muestra un ejemplo senci-
llo de grafo de restricciones para una CPA-red de
tres variables.

◦ = < ≤ > ≥ 6= ? ∅

= = < ≤ > ≥ 6= ? ∅

< < < < ? ? ? ? ∅

≤ ≤ < ≤ ? ? ? ? ∅

> > ? ? > > ? ? ∅

≥ ≥ ? ? > ≥ ? ? ∅

6= 6= ? ? ? ? ? ? ∅

? ? ? ? ? ? ? ? ∅

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

Tabla I. Composición de PA-relaciones

Figura 1. Grafo de restricciones de una

CPA-red

Las principales tareas de razonamiento temporal
que pueden interesar en aplicaciones del álgebra
de puntos son las siguientes:

a) Decidir si una PA-red es consistente y en ca-
so afirmativo encontrar una solución. El proble-
ma de la consistencia puede resolverse en O(n3)
con un algoritmo de camino-consistencia [22]. Van
Beek [39] propone un algoritmo más eficiente, lla-
mado cspan, que determina la consistencia y en-
cuentra una solución en O(n2). Se basa en la
búsqueda de componentes fuertemente conexas
en el grafo de restricciones para obtener un grafo
reducido, donde los arcos están etiquetados sola-
mente con las relaciones <, > ó ?. Si sobre el
grafo reducido se lleva a cabo una ordenación to-
pológica entonces puede obtenerse una asignación
consistente para las variables (i.e., una solución)
y a partir de ella un escenario consistente de
la PA-red original.

b) Encontrar la PA-red mı́nima. Si se reducen
al mı́nimo los dominios de las variables y las res-
tricciones de una red, obtenemos la llamada red
mı́nima, esencial para responder a consultas so-
bre relaciones temporales. Vilain y Kautz [41] su-
girieron que el algoritmo de clausura deductiva de
Allen [3], un caso especial de algoritmo de cami-
no consistencia, es capaz de encontrar la PA-red
mı́nima en O(n3). Van Beek [40] demostró que
este algoritmo no es completo para el álgebra de
puntos pero śı lo es para el álgebra de puntos con-
vexa. Por tanto la CPA-red mı́nima puede obte-
nerse en O(n3). Para encontrar la PA-red mı́nima
puede aplicarse un algoritmo de 4-consistencia en
O(n4) [40], aunque Van Beek [39] mejora este re-
sultado y presenta un algoritmo que calcula la
PA-red mı́nima en O(máx(n3,Hn2)), donde H es
el número de arcos de la red etiquetados con la
relación 6=.

c) Obtener una PA-relación mı́nima. Para el
caso de una CPA-red Van Beek [40] propone una
variación del algoritmo de Dijkstra que permite
calcular en O(n2) la relación mı́nima entre un
punto y todos los demás, pero este algoritmo no
es exacto para una PA-red. Para minimizar una
única PA-relación R se determina la consistencia
de las PA-redes resultantes de sustituir en la PA-
red original la relación R por cada una de sus
relaciones primitivas, obteniendo la PA-relación
mı́nima equivalente a R en O(n2) [25].

2.2. Álgebra de Intervalos

El álgebra de intervalos (IA), introducida por
Allen [3] para representar y gestionar relaciones



cualitativas entre intervalos, es uno de los modelos
que más ampliamente se ha usado en la práctica
y sobre el que se ha obtenido un gran número
de resultados teóricos, en parte por ser el modelo
formal basado en restricciones más antiguo.

Allen identificó 13 relaciones básicas para descri-
bir la posición relativa entre un par de intervalos:
I = {b,m, o, s, d, f, b−1,m−1, o−1, s−1, d−1, f−1,

eq} (Tabla II). Como en el álgebra de puntos, se
puede expresar conocimiento incompleto median-
te relaciones disyuntivas, que se representan por
un subconjunto de relaciones básicas. Por ejem-
plo la relación x {b, b−

1

} y expresa el hecho de que
los intervalos x e y son disjuntos. Una IA-relación
básica puede expresarse como una conjunción de
PA-relaciones primitivas entre los puntos extre-
mos de los intervalos. Aśı, la relación x {o} y pue-
de expresarse en el nivel de puntos como (x− <

y−) ∧ (x− < y+) ∧ (x+ > y−) ∧ (x+ < y+), don-
de x− e y− denotan los extremos inferiores de los
intervalos x e y, respectivamente, y x+ e y+ los
extremos superiores).

IA-relación posición relativa

x before (b) y
←− x −→ ←− y −→

x meets (m) y
←− x −→←− y −→

x overlaps (o) y
←− x −→

←− y −→

x during (d) y
← x →

←− y −→

x starts (s) y
← x →
←− y −→

x finishes (f) y
← x →

←− y −→

x equals (eq) y
←− x −→
←− y −→

Tabla II. Relaciones básicas entre intervalos

Formalmente el álgebra de intervalos viene dada
por la estructura (2I ,−1 ,∩, ◦I) formada por los
8192 subconjuntos del conjunto de relaciones pri-
mitivas I (incluyendo la relación universal I y
la relación nula ∅), la operación unaria inversa
(−1) y las operaciones binarias de intersección (∩)
y composición (◦I). La inversa de una IA-relación
disyuntiva R = {r1, . . . , rk} puede obtenerse co-
mo R−1 = {r−1

1 , . . . , r−1

k } (puesto que la opera-
ción inversa distribuye sobre la unión) y la inter-
sección de dos relaciones R′

i,j , R
′′

i,j ∈ 2I se obtiene
como la intersección de los conjuntos de relaciones
básicas que constituyen R′

i,j y R′′

i,j . La composi-
ción de dos IA-relaciones, Rx,y entre los intervalos

x, y y Ry,z entre los intervalos y, z, es una nueva
relación Rx,z = Rx,y ◦I Ry,z entre los intervalos
x, z inducida por las relaciones Rx,y y Ry,z, de
forma que: x Rx,z z ⇔ x Rx,y y ∧ y Ry,z z. Para la
composición de dos IA-relaciones primitivas hay
que usar una tabla de transitividad de 13 × 13
elementos, que puede encontrarse en [3]. La com-
posición de IA-relaciones disyuntivas se calcula
como la unión de todas las posibles composicio-
nes de pares de relaciones básicas: Rx,y ◦I Ry,z =
{r′ ◦I r′′ | r′ ∈ Rx,y, r′′ ∈ Ry,z} (la composición
distribuye sobre la unión de relaciones). Una red
del álgebra de intervalos, IA-red, está formada por
un conjunto de variables que representan inter-
valos de tiempo y un conjunto de IA-relaciones
entre ellos. Se representa mediante un grafo de
restricciones dirigido, donde los nodos correspon-
den a las variables y los arcos están etiquetados
con las IA-relaciones.

Desafortunadamente todos los problemas de ra-
zonamiento interesantes sobre el álgebra de inter-
valos son NP-duros [42]. En particular el proble-
ma de la consistencia es NP-completo [41]. Por
tanto resolver estas tareas es bastantes costoso, y
es interesante considerar subclases del álgebra de
Allen que tengan mejores propiedades computa-
cionales. Consideremos las más significativas:

a) Continuous endpoint subclass, C-IA: conjun-
to de IA-relaciones que pueden expresarse como
una conjunción de CPA-relaciones entre los pun-
tos ĺımite de los intervalos [42].

b) Pointisable subclass, P-IA: conjunto de IA-
relaciones que pueden expresarse como una con-
junción de PA-relaciones [42, 40, 39].

c) ORD-Horn subclass, H-IA: conjunto de rela-
ciones del IA que puede expresarse como con-
junción de restricciones de ORD-Horn sobre los
puntos ĺımite de los intervalos. Una restricción de
ORD-Horn se entiende aqúı como una disyunción
de cualquier número de literales negativos a 6= b y
como mucho un literal positivo de la forma a = b

ó a ≤ b [30]. Es la única clase maximal tratable
que contiene a todas las relaciones básicas del IA
y cubre un 10 por ciento del álgebra completa.

Para las clases C-IA y P-IA los problemas de la
consistencia, búsqueda de una solución, relación
mı́nima, red mı́nima y consistencia global, se re-
suelven trasladando las relaciones entre intervalos
a conjunciones de relaciones entre puntos, y apli-
cando los algoritmos referidos en la sección 2.1.

Para la clase H-IA se aplica un algoritmo de ca-



mino consistencia para decidir la consistencia en
O(n3) y un algoritmo de 5-consistencia para obte-
ner la red mı́nima en O(n5) [30]. Estos resultados
han sido mejorados por Koubarakis [21] que de-
cide la consistencia de un conjunto de restriccio-
nes ORD-Horn en O(max(n2,Hn)) donde H es el
número de inecuaciones y la red mı́nima se puede
obtener en O(max(n4,Hn3)).

Existen otros conjuntos tratables. En [15] se pre-
sentan 21 clases tratables que cubren el 92 por
ciento del álgebra de intervalos; 12 de ellas son
maximales pero no usan todas las relaciones pri-
mitivas del IA. En [16] se caracteriza el conjunto
de subálgebras del IA que son tratables y con-
tienen ciertas relaciones básicas. La conclusión es
que no hay ningún subálgebra tratable no cono-
cida que pueda contener más de tres relaciones
básicas eq, d, o, s, f, d−1, o−1, s−1, f−1. Eso signi-
fica que no parece que se puedan encontrar to-
dav́ıa nuevas subclases con mucha expresividad.

3. Restricciones Temporales

Métricas

Dechter et al. [14] formalizaron el sistema de razo-
namiento temporal cuantitativo o métrico llama-
do TCSP (Temporal Constraint Satisfaction Pro-
blem) y un caso particular de éste, el STP (Simple
Temporal Problem) cuya representación es com-
pletamente equivalente a los mapas temporales de
Dean y McDermott [11].

Una restricción cuantitativa o métrica en este mo-
delo se refiere a la distancia temporal entre varia-
bles que representan a instantes de tiempo. Una
restricción se representa por un conjunto de inter-
valos reales {I1, . . . , Ik} = {[a1, b1], . . . , [ak, bk]}.
Si k > 1 entonces la restricción se clasifica
como disyuntiva métrica, siendo simple métri-
ca en caso contrario. Una restricción cuantita-
tiva Ci = {I1, . . . , Ik} es una restricción unaria
métrica si restringe el dominio de la variable pi

al conjunto de intervalos dado y esencialmente
representa la disyunción (a1 ≤ pi ≤ b1) ∨ . . . ∨
(ak ≤ pi ≤ bk). Una restricción binaria métrica
Ci,j = {I1, . . . , Ik} restringe los valores admi-
sibles para la distancia temporal pj − pi y re-
presenta la disyunción (a1 ≤ pj − pi ≤ b1)∨ . . .∨
(ak ≤ pj − pi ≤ bk). La restricción universal es
(−∞,+∞).

Un TCSP es una red binaria con un conjunto
de variables que representan puntos de tiempo

{p1, . . . , pn} y un conjunto de restricciones una-
rias y binarias métricas entre ellas. Con objeto
de operar con restricciones cuantitativas se usa el
álgebra métrica que consta de las operaciones de
intersección de conjuntos (∩), composición (⊗)
e inversa (−1). Dadas dos restricciones métricas
Ci,j y Cj,k, la composición Ci,j ⊗ Cj,k puede ser
calculada como la unión de sumas de pares de
intervalos. La restricción inversa C−1 se obtiene
como C−1 =

{

I−1

j | Ij ∈ C
}

, donde la inversa de
un intervalo [a, b] es el intervalo [−b,−a].

Una red TCSP puede representarse mediante un
grafo de restricciones dirigido donde los nodos
representan las variables o puntos de tiempo y
los arcos están etiquetados con las restricciones
métricas. En el modelo STP, cada relación en-
tre dos puntos viene dada por un único intervalo,
siendo por tanto un caso particular del TCSP. Se
representa por un grafo de restricciones dirigido,
de forma que si tenemos un arco i −→ j etiqueta-
do por el intervalo [20, 30] expresa que p1 ocurre
entre 20 y 30 unidades de tiempo antes que p2,
esto es, 20 ≤ p2 − p1 ≤ 30. La figura 2 muestra
un ejemplo de STP.

p1 p2 p3 p4- - -

*

[20,30] [10,15] [5,5]

[35,50]

Figura 2. Grafo de restricciones de un STP

Un STP puede ser asociado con un grafo de dis-
tancias convencional Gd, que tiene los mismos
vértices que el grafo de restricciones y cada res-
tricción [a, b] entre dos nodos pi y pj se descom-
pone en dos restricciones: la restricción b sobre la
distancia de pi a pj y la restricción −a sobre la
distancia de pj a pi. De esta forma, el problema
puede resolverse aplicando el bien conocido algo-
ritmo de Floyd-Warshall [1], cuyo objetivo es la
búsqueda del camino más corto entre cada par
de nodos de un grafo de distancias. Por tanto, la
consistencia de un STP y el grafo mı́nimo pueden
obtenerse en O(n3). Una vez que se ha obtenido
el grafo mı́nimo, encontrar una solución requiere
solo un tiempo O(n2). Se demuestra también que
aplicar un algoritmo de camino consistencia co-
mo PC-1 [23] al grafo de restricciones de un STP
tiene el mismo efecto que aplicar Floyd-Warshall
a su grafo de distancias.

En aplicaciones a tareas de planificación, las res-
tricciones dependen a menudo de condiciones so-



bre hechos del dominio, siendo necesario un mo-
delo que permita la especificación de restriccio-
nes disyuntivas. El TCSP corresponde a este ca-
so más general pero, desafortunadamente, el pro-
blema de decidir la consistencia en un TCSP es
NP-completo [14]. De hecho la complejidad de re-
solver un TCSP descomponiendo éste en todos los
posibles STPs es de O(n3ke), donde k es el nu-
mero máximo de intervalos por arco, y e es el
número de arcos del grafo de restricciones. Por
eso, en lugar de descomponer el problema, lo que
se hace es ejecutar un algoritmo con retroceso so-
bre un meta-CSP cuyas variables son los arcos del
TCSP y los dominios son los posibles intervalos.
Aunque el peor de los casos en esta aproximación
es también O(n3ke) en la práctica permite utili-
zar técnicas de mejora del backtracking [12, 13].
También se proponen: 1) el uso de algoritmos de
camino-consistencia, bien como aproximación a la
red mı́nima, bien como preproceso para mejorar
la aplicación del algoritmo con retroceso; 2) el uso
de algoritmos que explotan las caracteŕısticas to-
pológicas de la red [34].

El algoritmo de camino consistencia PC-2 [23]
aplicado a un TCSP con dominios enteros o racio-
nales termina en O(n3R3). Sin embargo, cuando
el rango R es muy grande o cuando el dominio
es el conjunto de números reales, aplicar PC-2
es problemático y puede llegar a ser impractica-
ble porque el número de intervalos crece exponen-
cialmente, lo que se conoce como fragmentación.
Para evitar este problema Schwalb y Dechter [34]
proponen algoritmos polinomiales de aproxima-
ción, semejantes al de camino consistencia, para
decidir la consistencia y calcular la red mı́nima,
llamados Upper-Lower Tightening (ULT) y Loose
Path-Consistency (LPC).

4. Restricciones Entre Pun-

tos y Duraciones

Hasta hace poco, no era usual incluir duracio-
nes dentro de la ontoloǵıa temporal, pero diversos
autores en los últimos años han puesto de mani-
fiesto la necesidad de establecer restricciones so-
bre la duración de los eventos [3, 5, 38, 20, 43, 37,
29], lo que permite modelar expresiones como “la
duración d1 es mayor que la duración d2”. Con-
sideremos el siguiente ejemplo, extendiendo al de
[24]:

Ejemplo 1 Bob, Fred y John trabajan para una

compañ́ıa que posee una oficina local y otra prin-
cipal en Los Angeles. Cuando trabajan en la ofi-
cina local, John tarda menos de 20 minutos en
ir al trabajo, y Fred tarda entre 15 y 20 minutos.
Dos veces por semana, John trabaja en la ofici-
na principal, tardando 60 minutos como mı́nimo
en llegar al trabajo. Hoy John salió de casa entre
las 7:05-7:10 a.m. y Fred llegó al trabajo entre las
7:50-7:55 a.m. Bob ha tardado menos que Fred,
y hoy ha salido de casa antes de las 7:45 a.m.
Además, sabemos que Fred y John han coincidido
en un semáforo, camino del trabajo.

En este ejemplo, aparece una restricción cualitati-
va sobre duraciones (“Bob ha tardado menos que
Fred”) y restricciones métricas disyuntivas sobre
puntos. Un razonador temporal debeŕıa poder de-
cidir si toda esta información es consistente e infe-
rir información adicional, como por ejemplo la ho-
ra de llegada de Bob o quién llega antes al trabajo.
Esto puede hacerse con los modelos de restriccio-
nes entre puntos y duraciones, de los que exis-
ten varias versiones que difieren en expresividad
y complejidad computacional [6, 26, 43, 27, 29].

El modelo PDN (Point-Duration Network) ex-
tiende al álgebra de puntos introduciendo varia-
bles de duraciones y relaciones cualitativas entre
ellas. Llamamos duración a una variable, denota-
da como dij , que representa el tiempo transcurri-
do entre dos instantes pi y pj del eje temporal,
que consideramos aqúı modelado por el conjunto
R

+

0 . Una duración viene dada por una ecuación
del tipo dij = |pi − pj |, que impone una relación
ternaria no lineal que muestra la influencia de los
puntos sobre la duración y viceversa. Dos duracio-
nes pueden estar relacionadas mediante el mismo
tipo de relaciones que se establecen en el álge-
bra de puntos, esto es, cualquier subconjunto de
T = {<,>,=}.

Una red cualitativa de puntos y duracio-
nes (PDN) es una estructura ΣPD =
〈NP , ND, Rel(P,D)〉 formada por dos redes del
álgebra de puntos, NP y ND, y un conjunto de
relaciones ternarias Rel(P,D) entre puntos y du-
raciones, donde:

a) La red NP viene dada por un conjunto de varia-
bles P = {p1, . . . , pn} que representan instantes o
puntos temporales con dominio R

+

0 y un conjun-
to Rel(P ) =

{

Ri,j ∈ 2T | ∀ 1 ≤ i, j ≤ n
}

de PA-
relaciones entre puntos.

b) ND está formada por un conjunto de
variables D = {dij | pi, pj ∈ P} que repre-



sentan duraciones y un conjunto Rel(D) =
{

Rij,km ∈ 2T | ∀ dij , dkm ∈ D
}

de PA-relaciones
entre duraciones.

c) El conjunto de relaciones ternarias viene espe-
cificado por: Rel(P,D) = {(Pi, Pj ,Dij) ∈ (R+

0 )3 |
Dij = |Pi − Pj |, ∀ dij ∈ D}

Nos referimos a los conjuntos Rel(P ), Rel(D) y
Rel(P,D) como PD-restricciones. Se ha demos-
trado que el problema de la satisfacibilidad en
PDN es NP-completo, lo que hace intratables a
las demás tareas de razonamiento [26]. Por otra
parte, su expresividad está limitada a relaciones
cualitativas. Por ello, la actividad más reciente se
ha centrado, tanto en la formalización de super-
clases más expresivas que el modelo PDN, como
en la búsqueda de fragmentos tratables del mo-
delo PDN y de sus superclases.

Un fragmento tratable del modelo PDN es el lla-
mado PDN-simple, en el que sólo se permiten re-
laciones binarias cualitativas primitivas, es decir,
sin disyunciones. En [27] se introducen condicio-
nes necesarias y suficientes para la consistencia de
una PDN-simple, y a partir de ellas se introduce
un algoritmo tratable para decidir la consistencia,
basado en el cálculo de componentes fuertemen-
te conexas. Su complejidad es O(n2 + d2), donde
n es el número de instantes y d es el número de
duraciones. Las soluciones pueden entonces obte-
nerse incrementalmente (sin retroceso) en tiempo
O(n2 × d). Sin embargo, es obvio que el modelo
PDN-simple tiene una expresividad reducida.

Cabe preguntarse si existe algún modelo interme-
dio que mejore la expresividad del PDN-simple,
sin sobrepasar la frontera de la tratabilidad. En
[27] se presenta otro fragmento tratable denomi-
nado PPDN (Modelo de Puntos con Precedencia
y Duraciones). En él, todas las variables de dura-
ciones dij corresponden a duraciones entre pares
de puntos ordenados pi < pj . Este requisito elimi-
na la no-linealidad de las restricciones ternarias,
ya que dij = |pi − pj | = pj −pi, y se ha demostra-
do que garantiza la tratabilidad. Merece la pena
destacar que este requisito no limita demasiado la
expresividad respecto al caso general PDN, pues
cuando uno intenta restringir la duración de un
evento es natural suponer que su duración es ma-
yor que cero. Esto es similar a decir, en el contexto
del álgebra de intervalos de Allen, que el punto de
comienzo de un intervalo es estrictamente menor
que su punto final. La consistencia de una red-
PPDN puede establecerse en tiempo O(n3 + d3),
complejidad idéntica a la asociada a la obtención
de soluciones.

Si retomamos el ejemplo 1, observamos que en
él existe información métrica que no puede re-
presentarse en ninguno de los modelos cualitati-
vos comentados hasta ahora. Una forma de supe-
rar esta limitación consiste en extender las redes-
PA de puntos y de duraciones con restricciones
cuantitativas sobre los dominios de las variables.
Las restricciones sobre dominios son restricciones
unarias, porque sólo afectan a una variable. Se
obtiene aśı el modelo APDN (Augmented Point-
Duration Network). Ahora, el ejemplo 1 śı pue-
de ser completamente capturado en este forma-
lismo. La figura 3 muestra los grafos de puntos
y duraciones correspondientes al ejemplo 1; por
simplicidad no se dibujan las relaciones terna-
rias, que están impĺıcitas en los nombres de las
variables. Este nuevo formalismo [43, 29] subsu-
me a las redes-PA, a las redes-PA aumentadas
[24], al modelo TCSP [14] y, por supuesto, al mo-
delo PDN. Como consecuencia de ello, el mode-
lo APDN no es tratable, sin embargo el modelo
APDN-simple (sin disyunciones, ni métricas, ni
cualitativas) śı lo es. En éste, la consistencia pue-
de decidirse en tiempo O(d× n2) y puede encon-
trarse una solución en O(d × n3).

Una clase aún más general es la correspondiente
al modelo MPDN (Metric Point-Duration Net-
work), que extiende y subsume al APDN aña-
diendo restricciones binarias métricas a las res-
tricciones unarias [28]. Las restricciones métricas,
unarias o binarias, se expresan mediante interva-
los reales, como en la sección 3.

Una red métrica de puntos y duraciones (MPDN)
es una estructura ΣPD = 〈NP , ND, Rel(P,D)〉
formada por dos TCSP, NP and ND, y un con-
junto de restricciones ternarias Rel(P,D), donde:

a) NP viene dada por un conjunto de variables
P = {p1, . . . , pn} que representan instantes de
tiempo y toman valores en R

+

0 , y un conjunto
de restricciones unarias y binarias métricas entre
puntos.

b) ND está formada por un conjunto D =
{dij | pi, pj ∈ P} de variables de duración sobre
R

+

0 y un conjunto de restricciones unarias y bina-
rias métricas entre duraciones.

c) Rel(P,D) es un conjunto de restricciones
ternarias dadas por tripletas de valores reales,
(Pi, Pj ,Dij), para los puntos y duraciones, que
satisfacen la ecuación de la distancia eucĺıdea
dij = |pi − pj |, para cada duración dij .



Se ha propuesto un caso particular tratable lla-
mado MPDN simple [28], en el que las restriccio-
nes métricas no admiten disyunciones y todas las
duraciones lo son con precedencia. Para este frag-
mento, la consistencia puede ser determinada en
tiempo O(n3 + d3), por lo que el modelo supone
un buen compromiso entre expresividad y com-
plejidad.
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Figura 3. Grafos de puntos y duraciones

5. Conclusiones

En este trabajo se ha planteado el problema del
razonamiento temporal como un caso particu-
lar de Problema de Satisfacción de Restricciones
(CSP), en el que las variables representan a enti-
dades temporales (puntos, intervalos o duracio-
nes) y las restricciones corresponden a relacio-
nes temporales entre esas entidades, cualitativas
o métricas. Siguiendo esta perspectiva, se han re-
visado los principales modelos de razonamiento
temporal basados en restricciones. Este campo,
al igual que la inteligencia artificial en general, ha
evolucionado más como una ingenieŕıa que como
una ciencia. En cualquier ingenieŕıa, cobran es-

pecial relevancia los ĺımites prácticos. Por ello, la
perspectiva de esta revisión se ha centrado en los
aspectos de ingenieŕıa, proporcionando una visión
general de la expresividad de los distintos tipos
de modelos para razonamiento temporal, e inten-
tando identificar las fronteras entre tratabilidad e
intratabilidad computacional. Estos aspectos son
clave para la aplicabilidad a problemas prácticos
de tamaño real.

A pesar de los avances experimentados en las dos
últimas décadas en la formalización de modelos
de restricciones temporales, quedan muchas cues-
tiones por resolver. Estas cuestiones centran las
tendencias actuales y hacen que siga siendo un
campo de investigación muy activo. Aśı, por ejem-
plo, la búsqueda de fragmentos tratables y expre-
sivos es un problema abierto, especialmente para
el caso de modelos h́ıbridos que integran distintos
tipos de entidades temporales y relaciones tempo-
rales, como es el caso de los modelos de puntos y
duraciones.

Otro tema de gran interés es el desarrollo de ra-
zonadores temporales prácticos, completos y efi-
cientes que puedan ser reutilizados en distintos
dominios de aplicación. Ejemplos en esta ĺınea
son los razonadores LaTeR (Layered Architecture
for Temporal Reasoning) [9] o FuzzyTIME (Fuzzy
Temporal Information Management Engine) [10],
ambos orientados a modelos tratables, y dota-
dos de lenguajes de interacción muy expresivos.
Cuando se trabaja con modelos no tratables, es
necesario que el razonador temporal combine al-
goritmos de preprocesamiento y algoritmos con
retroceso, buscando siempre un compromiso en-
tre el tiempo de computación dedicado a ambas
fases. Este tipo de soluciones prácticas requiere
de razonadores inteligentes, capaces de analizar
los costes computacionales de las distintas técni-
cas de preprocesamiento, y de elegir la combina-
ción de técnicas más apropiada para cada proble-
ma particular. En esta ĺınea, en [8] se presenta
un razonador temporal que aplica reglas heuŕısti-
cas para seleccionar los algoritmos aproximados
más rentables en problemas de redes de restriccio-
nes temporales disyuntivas borrosas. Las reglas
heuŕısticas se obtuvieron tras un analisis experi-
mental exhaustivo en el que se caracterizó el com-
portamiento de una amplia variedad de algorit-
mos para unos 40.000 problemas de restricciones
con distintos valores de parámetros como conec-
tividad, rango y amplitud de las restricciones, o
número de variables.

La búsqueda de técnicas para la obtención de so-



luciones parciales en problemas sobrerrestringidos
es otra ĺınea que puede tener un impacto prácti-
co interesante en aplicaciones de planificación o
secuenciación sujetos a restricciones temporales.
El desarrollo de métodos de abstracción temporal
de datos y, particularmente, de técnicas para ges-
tionar eventos repetitivos y patrones temporales
complejos es un ejemplo más de ĺınea en la que se
trabaja activamente.

Finalmente, cabe citar aplicaciones emergentes
del razonamiento temporal basado en restriccio-
nes a campos como la mineŕıa de datos tempora-
les o la web semántica, que pueden experimentar
un gran desarrollo en los próximos años.
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