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Resumen

Exste artionlo describe los algoritmos principales que se n=an en la resoluwcidn de problemas de satisfaccion de
restrirciones incluyendolos psendo-cadigos ecorrespondientes {a diferencia de [3] dondese hace 1ma desoripoicn
mas infrmal). Consideramos tres aproadmaciones alporitmicas: métodos de bisqueda, de inferencia ¥
métador hibridos. Lis métodos de bisqueda se dividen en skteméiticos ¥ no sistematicos. Presentamos el
esquema de backiracking como ejemplo de isqueda setematica, ¥ el de bizqueda local como ejemple de no
sistematica Loz metodos de inferenda se dividen en completos & incranpletos. Describimos la consistencia
adaptativa coano métado de completo, ¥ warios algaritmos de consistencia kol como de métodos incompletos.
También describimos alpinos gemplos de métados hibridos que combinan biisqueda con inferencia.

Palabras cave: zatisfaccicn de restricdones, bitsqueda henristica

1 Introduccion

Mientras que el artIenlo introdnctorio a la mono-
grafia [3] presenta wna introduccicn general a los
problemas de satisfaccion de restricciones o C8P
{acronimo del inglés Constnent Sefisfaction Fro-
blam), este articnlo trata en detalle de los algorit-
mos que resnelven diches problemas. Tn CSP vie-
ne defmido por 1mma red de restricofones (X, D,
donde,

» X ={&,%2,... 1T} €5 1 conjunte de =
rariables,

s O = {fh,D4,...,0] es una cdeccin de
dominies fnitos, tal que cada variable =;

toma valares en el dominic I; 1a maxima

cardmalidad de I dominios es d,

o = {r,m,... 0 ) 1N cmjimnto de € res-
tricefones. Tna restriccion o es 1ma rela-
cicm rel{c;) sobre un subconjinto de varia-

bles war({c;) C X, denominado su Ambito.
5i ver{a) = {=i,...,7,}, la relacion
relfc;) es nn suboonjimto del producto car-
tesianc £, % ... x I, especificandc las tn-
pla= de valares permitidas por la restricciin.
La aridad de ; es |var{e]|.

Cnando el Ambito de 1ma restriccin invohira a
mna o dos varisbles, estas se escriben como su-
hindice de la restriccdn. Asi, o;; es la restriccidn
entre r; ¥ *; ¥ veile;;) se escribe como H;. La
aridad de 1ma red ez 1a mAxima aridad de sus res-
triccicnes. Toda red de aridad mayor que 2 =e
priede representar por 1ma red equivalents bina-
ria, mediante el paso al problema dual [3]] o 1a
transformacion con variables escondidas [2].

Dada una red de restricciones se pueden realizar
diversas operaciones sobre ella. Tnade ellasesla
resclucion de la red, que consiste en encontrar nna
asignaciin a las variables de forma que todas 1as



restricciones se satifagan simultineamente. Esto
se conoce come problema de satisfacckin de res-
triccicnes o (3. En el caso general este problema
es NP-completo, ¥ los algnritmos que lo resuelven
tienen 1n coste temporal exponencial en el caso
pex. Dada la relevancia del problema, es impor-
tante encontrar algoritmos de resoluciin eficlentes
en el aso medio, para problemas de tamafio real.

Para resolver una red de restricciones, o de for-
ma equivalente, solucionar el C8P definido pa
ella, hay diversas técnicas (ver [11] para 1ma vi-
gion global}. En este articnlo presentamos tres
ApTRdIMAGOLeS:

s Bisqueds. Conskte en explaar el espa-
cio de estados del problema hasta encon-
trar 1ma solucicn, demostrar que no exdste
o agatar los recursoe computacicnales. La
biisqueda puede ser completa = el recorri-
do del espacio de estados es sEtemstion,
¢ incompleta =i se utilizan estrategizs de
imqueda local. Ciertas henristicas pueden
acelerar 1a biisqueda de frrma significativa.

s Inferencia. Dado mm problema P, consis-
te en dedncir nn problema P equivalente,
que sea mas fadl de resolver. La inferen-
cia puede ser completa =i de P’ se extrae la
sducion de forma directa, ¢ incompleta, =
es necesaric complementarla con bilsqueda
para encimtrar la sohickimn,

s Hibrida Combinaciim de laz aprod-
macicnes anteriores.  Sobre un esquemna
de bisqueda sistendtica, =e incorparan
métados de inferenda incompleta o comple-
ta. En el primer caso, la inferencia incom-
pkta == gjemita en ada nodo visitado. En
el s=epindo, se alternan etapas de inferencia
completa con etapas de isqueda.

2 Biisqueda

Cuizés 1a forma mas directa de resolver 1 CS5P
es mediante bisqueda en d espacio de estados
del problema, explorando el conjunto de todas
la= confipnraciones posibles. Se distinguen dos
tipos de bisqueda, la bhisguedas mntemdiios v la
bisqueda focal. Loz métodos de iisqueda sis-
termitica visitan todos los estados que podrian ser
solucicn. Se trata de algmitmos completor, que
encuentran la solucicn = exdste, o demnestran que

no hay saucion. Los métodos de bhisgueda Lol

no garantizan que se visiten todos los estados que
poririan ser sducicn, ¥ 1n estado se puede visitar
varias veces. Se trata de algpritmos fnoompletos,
que pueden encantrar la saducion, pere = no la en-
cuentran no sgnifica que no exista. Presentamos

ambos tipos de bilsqueda aplicados a CSP.

2.1 Bisqueda sistematica

El empacic de estados del problemna se estmctira
mediante un arbal de hisqueda [3]. Cada no-
do del Arbd representa nna asignacionde varia-
bles, defmida por d camine que une el nodo com
la rarr. Ahernativamente, cada nodo represen-
ta nn subproblema definido por las variables aiin
no asignadas, sus dominios y las restricciones oo
variables no asignadas en =1 Ambito. Este arbol
se puede recorrer de varias farmas. A memudo se
utiliza la iisqueda en profundidad, ya que tiene
mma complejidad espacial lineal ¥ el Arbol tiene
profundidad acotada

2.1.1 DBacklracking

El algaitmo de beckirecking [8] realza una
hisqueda en prohmdidad sobre el Arbal del pro-
blema. FEn cala nodo el algwitmo canprie-
ba =i las restricciones totahnente asignadas estan
matidechas. 5i es a=i, el algoritmo progigie la
hisqueda en prohmdidad. Sino, la rama actnal no

contiene sduciones, ¥ se realza nna vueha atris

sobre la illtima variable asignada

El codipn de backtracking para nn CSP binario
aparece en la Fignra 1. Ex la funciin bocleana
BT({i, Past), que recibe como parimetros el indice
i de la sigujente variable a asignar {(variable gc-
tual) v el conjunto Past de variables ya asipnadas
{variables pasadar; el resto de variables no asigna-
das, exchiyendo 1a actial, se denominan futwnas).
BI{i, Past) devuelve derto =i exdste una solucicn
que incluya a Past, en otro caso devielve fal
5. Para cada valor de zi, se compmeba que sea
consistente con las asignaciones anteriores, oon la
fincion test. 5 es a5, ¥ es lailtima variable,
se ha encontrado wna solucian. S5i no es laiitima
variable, =e realiza la lamada recursiva, inchiyen-
do x; en Past. 5i esta llamada devnelve cierto,
significa que se ha encontrado nna sohickin por lo
que devuelve cierto a = vez. En caso contrario,
se crmtinna el bucle. Cnando se han probado to-
dos Jos valores de 1; 5in éxdto, conduimos que no
existe sohiciin que incliya a Past,



Este algoritmo no especifica: (i) el orden de las
variables en 1na rama ¥ (i) el orden de s vak-
res para nna variable. Estos aspectos se resuelven
p medic de henristicas de sefeccilin de wariable
¥ seleccidn de walor '. Para mas detalles ver [3).

Backtracking realiza nna vielta atris cronoldgica:
cuando detecta 1na inconsistencia en la rama ac-
tual, vielve sobre la 1iltina variable asignada ¥
cambia =i valor. (ras estrategias, dencminad ss
de backtracking inteligente o look back, permiten
vaver sobre 1ma de las variables cansantes de la
inconsistencia, aunque no sea lailltima Dichas
estrategias estin descritas en [3].

funetion test(i, a, Paaf)
for aach &1 € Past do

If (o, uaiuelzr)) f Ry then return false; andif
aendfor

raturn troa;
andfimetion

funetion BT(4, Past)
for each g € I¥; do
F e
If tast(i, a, Past) than
If 1 = 2 theh raturn trie;
alalf BY{{ 4 1, Paat U {a}) return trie;
andif
andlf
aendfor
raturn filas;
andfimetion

Figura 1. Algoritmo de backtracking.

2.2 Bisqueda local

Los métodos de isqueda local intentan optimi-
zar una funcicn cbhjetivo. Trabajan con asipna-
cicnes totales, que inchiyen a todas las variables.
Dada una asignacicn total inicial, el proceso itera
para obtener cada ver mejores asignaciones, has-
ta llegar a nn Optimo. Exdsten diverscs métodos
en la iizqueda local: algoritmos genéticos, siwm-
lated annealing, bisqueda tabl, etc. La maycria
coinciden en los elementos siguientes:

1. Funcicm objetive. Existe mna funcidn denc-
minada ceste que asigna a cada asignacidn

total 1n valor mumérico, en funciin de la
bondad de dicha asignacidn

2. Vecindad. Dado un estado, =1 vecindadl es
el conpimto de estados a s que se puede
mover en la sigiiente iteracion.

3. Criterio de seleccidn. Dada una vecindad y
una funcicm de coste, elige el estado =signien-
te al actual entre mn vecindad.

TIn esquema genérion de hisqueda local {excl-
vendo los algoritmos genéticos) aparece en 1a Fi-
pira 2. A partir de 1m estado nicial A, el proceso
itera mientras que que no se encnentre una sdu-
cifm ¥ no se exceda el mimero maximo de ftera-
cines. En cada iteracion, el aiterio de selecciin
hisca mn estado de la vecindad con mejor omste
que el estado actnal. Con esta idea, 1a bisqueda
local puede quedar atrapadsa en minimeos locales,
en dande ningin estado de la vecindad tenga me-
jor cmete que el actnal. Para escapar de minimos
locales, se han desallorrado estrategizs que in-
chiyen criterios aleatarios, reinicios desde otros
puntos del espacio de isqueda, permitir movi-
mientos a estados oon mayom coste con 1ma cierta
probabilidad, ete.

Cansiderande O5Ps, la hinckin coste agrega el
mimero de restricciones no satefechas en la asip-
nacion actnal, de forma que 1na schicikin tenga
coste cero. La vecindad de in estado se mele to-
mar come aquellos estados que difieren en los var
lores de nna o dos variables con respecto al estado
considerado, En este contexto, podemos mencic-
nar el algritme de breakent [28], que utiliza la
mma de pesos de las restricciones no satisfechas
por una asignacion total como ceste. Cada vez
que 1ma restriccidn no se satisface, =1 peso =e in-
crementa. De esta frma, la funddn coste cambia
dinimicamente, permitiendo escapar de minimos
locales. También podemos mencicnar el alpait-
mo GSAT [35], especialrade para encontrar nn
modeo de una fdrmula en logica proposicional.

procadure BL{X, 1, £}
A = asig. inicial; Tew = 0;
whila Fiew < Masfier A = sol{d) do
Tter = Ttev 4= 1;
A = salaccionar{vacindad{d},costa);
andwhile
endprocadira

Figra 2. Esquema de nisqueda local.

lpar pimplicidad, todos los algoritmos del artfenlo se presentan con seleccifn de variable estitics ledecogrifica: tras z; la

migniente variable a seignar es o4,



3 Inferencia

La fnferencia en una red de restriccones consis-
te en deducir muevas restriccicnes a partir de las
restricriones exstentes. Estas mevas restriccio-
nes son redund antes con las antericres, en el sen-
tido de que no incorporan nuevo conocimiento.La
dedncciin de restricdones se puede ver como el
procesc de hacer explicitas clertas restriccicnes
que estan implicitas en la red. En el limite, 1a in-
ferencia trata de sintetizar una 1inica restriccicn
global como conjuncicn de todas las restriccicnes
explicitas de la red. Dicha restriccion reemplaza
a todlas las restriccianes explicitas, ya que captu-
ra el concimiento contenido en cada nna de ellas.
Obviamente, las tuplas que la satisfacen son las
solcicnes de 1a red.

El proceso de sintetizar 11na iinica restriccion gho-
bal =e denomina de fnferencia completa, también
lamada consintencia global, tras el onal las solu-
cicnes se cbtienen de forma divecta. Otras for-
mas de inferencia estan englobadas bajo la eti-
queta de consmistencia foal. Se trata de métodos
de inferencia fncompleta, capaces de hacer aflorar
restricciones implicitas, pero que no sktetizan la
inica restricdon global | ¥ par ello no generan
de forma directa las solucianes. Normalmente,
la inferencia incompleta se ha de combmar om
niqueda para resolver 1ma red de restricciones.

Dos redes de restricciones sm equivalentes = tie-
nen el mEmo conjinto de solhuciones. El proceso
de inferencia genera redes de restriccimmes equiva-
lentes a la red original pero méis faciles de resok
ver meddiante bisqueda. Por mas ficil de resolver,
queremce decir que el espacio de estados genera-
do por 1a mueva red es mais pequeiic, o que se
puede explorar de forma méis efidente. Por tan-
to, la bisqueda necesitard menos esfuerzo para
encontrar nna soucion.

3.1 Inferencia completa
3.1.1 Operaciones con relaciones

Para tratar la inferencia en redes de restricciones,
€5 CONvVeniente ver 1na restriccion como ina rela-
citnn § sobre wn conjunto de variables, o Ambito,
A. Dicha relacion se dencta por B4 ¥ se compo-
ne de tuplas. Tna tupla t € 4 es 1na secnencia
finita de valores, dande cada valor, también deno-
minado canponente, corresponde a 1ma variable
de A. Definimos las signientes operaciones sobre

relaciomes [11),

s Proyveccion. Dada mna relacicn B4, = pro-
veccin sobre el conjinto B, B C A, esuna
mueva relacikin wp{E4) fwmada por las tn-
plas de B4 en doude se han eliminado 1as
componentes de 1as variables en A — B. 5
en este proceso aparecen tuplas duplicadas,
se (eja nna sola copia

s Join. Dadas dos relaciones Ba v BR, =u
join B4 M By es una mueva relacian com
ambito AU B, definila de forma signiente.
TIna tupla t pertenece a la nueva relacion
=i ¥ =clo =i =15 componentes caresponden a
los de dex tuplas 7 € By v 2 € B, tales
que 7 ¥ & tienen los mEmos companentes en
las variables comunes AN B.

3.1.2 Consistencia adaptativa

Sintetizar una iinica restriccion global que captn-
re el conocimiento contenido en todas las restrio-
citmes del problema es conceptualmente simple.
Basta cm caloilar 1a restricoiin n-aria,

Mo o

en donde todas las tuplas que la satisfacen s las
solucianes del problema. Sin embargo, calenlar
esa restriccicn es costoso en tiempo ¥ en espacio
{exponencial en n), ¥ es mas de ko neresario para

resclver el problema =in ilsqueda.

Partiendo del trabajo de Frender sobre proble-
mas libres de backtraddng [16], Dechter ¥ Pearl
han propuesto el algmwitmo ADC {adaplive con-
sigtency) [12]. Este algmritmo requiere un orden
estaticn de variables. Para cada variable, d al-
goritmo infiere 1na nueva restriccicn que resime
el efecto de la variable en el resto del problema.
Dicha variable =& mstitiye por esa mieva restrio-
cidm, obteniendonun problema equivalente con 1na
variable menos. Este proceso, denominado elivi-
nacidn de mariables, se repite eliminando 1ma va-
riable cada ver, hasta que el problema se remidve
trivialmente. 5i no =e ha encontrado 1a restriceidn
varia, el problema tiene salucidn que se constoye
de forma directa, sin bisqueda.

El algpritmo ADC aparece en la Figura 3. Se
trata de la fimddn bookana ADC(X, I, £, que
devielve cierto =i exdste solucicn, fako en caso
contraric. Dado el orden estitico de variables,
estas me procesan en orden mverso, de 2 a 1. 5i



Zi €5 la variable en procesa, todas las restriccicnes
que tienen a i en =u ambito forman el conjunto
B;. El join de todas esas restricciones es ina me-
va restriccion B4, Dicha restriccion se provecta
sobre el conjunte A := A; — {=,], cbhteniendo 1a
restriccion H4. 5 B4 e la restricddn vacia, el
problema no tiene solucidn ¥ devielve falso. En
otro caso, = elimina r; dd cojinto de variables
X, e elimina B; del conjimto de restricciones 'y
se afade B4 a £, Cuando se han eliminado tod as
las variables, 1a schicion se obtiene de forma direc-
ta, procesando las variables de 1 a . La variable
T; =& asigna un valar compatible con las variables
antericres ¥ con la restricciin By.. Este algo-
ritme tiene 1ma complejidad espacial O{nd"*) ¥
temporal Ofn{2d%*T1), donde w# e la anchura
inducida del grafo de restricciones con el orden
estition de variables {o de forma equivalente, la
aridad de la mayor restricciin a constmir).

funetion ADC{X, D, £
for eachi==n...1 do
Bii={Rs; € {'| 2 € 55k
Ai =Urg,; e8.55;
Ra, = {Nﬂﬁj €8; jo};

A=A -2
Ra=wmalRa};
if Ry =@ than return false;
alaa
X=X - fa);
€ =CU{Ra} - B;;
andif
andfor

foreachi=1...2 do
&y = Asignacion considtenta con
previad adignacionesd ¥ R ;
andfor
raturn trie;
andfimetion

Figura 3. Algoritmo de consitencia adaptativa

3.2 Inferencia incompleta

Sintetizar 1a restriccidn global de nna red de res-
triccicmes puede parecer complicado. Tn pro-
blema inicialmente m s asequible ez el de resolver
subredes de nn tamafio prefijado, por ejemplo, m-
bredes de 1na variable, subredes de dos variables,

Formalmente, ma subred (X', 0F, (") de mma
red de restricciones (X, I, ), esta definida pa
mn subeonjunto de variables XY = {x,... 7},

X' ¢ X, sobre los daminios originales OF =
{fh,...,%), bajo el conjunto de restriccicnes
& ={c| e€ L Avar{c) C X'}. Encontrar la so-
hicicn de nna subred no garantiza que el problema
tenga schickm. 5in embarpp, los resultados ne-
gativos encontrados en este proceso = se pueden
aplicar a la red inicial. Si resolviendo mna subred
encontramos que certcs valares o canbinacianes
de valares no aparecen en ninguna schickin de la
smbred, estos tampoco aparereran en las solucio-
nes de la red. La justificacion es directa: todas
las restricciones de la subred estan presentes en
la red midal, & ¢ ) e todoes los valaes o
combinaciones prahibidos por la subred tambien
lo seran por la red inidal. 5i la subred no tiene
solucidn, la red no tiene sahiddon.

Clom este proceso, denominado de consistencia lo-
cal, no encontramos la sohicion dd problema, pe-
o deducimos muevas restricciones que se afiaden
al problemsa, ¥ permiten acelerar la bimqueda de
la sohiciin global. 5i se dednee la restriccicon
vacia, el problema no tiene schicion.

A continuackin, presentamos métodos de mferen-
cia incompleta para redes de restricciones binar
ras, Consideramos subredes de 1imo, dos ¥ tres
nelos, [24], ¥ =1 generalizackin a subredes de &

T}

3.2.1 Consistencia de nodos

TIna variable r; es nodo conmirtente =1 todo valor
de =u dominic I¥; esta permitido por las restric-
cimes nnitarias schre ;. Tna red de restriccico-
nes es nwlo consistente =i toda variable es nodo
consistente. Tna red se convierte en nodo consis-
tente o el procedimiente NC-1 que aparece en
la Figura 4, ¥ es equivalente a la operadan,

D, —IKNEK; i:l,...,ﬂ

procadure ¥C-1{ X, I, £
for aach =; ¢ X do
for aach o € 11; do
If & g R: then D .= I; = [a}); andlf
anhdfor
andfor
endprocedura

Figura 4. Procedimiento NC-1.



3.2.2 Consistencia de arcos

Tn vala a € I}; es armo consitente con respecto
a la variable r; =i existe otro valor b € D; tal
que 1a tupla {a,b) € B;;. Tna variable r; es arco
consistente con respecto a 7; =6 todos los valores
de sn dominia b 5. Una variable x; es arco con-
sistente =i bo e= con respecto a enalquier variable.
TIna red de restricciones es arco consktente = lo
som todas =iz variables.

TIna variable r; =e hace arco omsistence con res-
pecto a la variable r; por medic de 1a finciin
rerizeli, §) (Figra §), barando de I; aquells
valmes que no son canpatibles cm ningim va-
Iz de z;. El efectn de 1a funcion revize{t, ) es
equivalente a la operacicn,

Tna red de restriccicnes binaria se convierte en
arco consistente mediante el procedimiento AC-3
[24] que aparece en la Figura 5§, mediante 1a rei-
terada aplicackin de la fimcion revize(i, §). Inmi-
cialmente, 1a variable {) contiene todas las res-
triccicnes del problema en ambos sentides. 51 al
hacer arco consistente la restriccion o;; de i a j
{se trata de nun proceso direccimal} se modifica
I, =e vielven a introduc en ) todas aquellas
restricciones que se pudieran haber vuelto areo in-
consistentes por este procese. El alparitimo AC-3
tiene nna complejidad temporal (fed™).

funetinn rmiaaf_i,j}
cambio— falsa;
for each a € I do
If ~3b € I tal que (&, b) € Ry then
=10 - {ﬂ};
cambio = trne;
andif
endfor
raturn cambio;
endfimetion

procadure 30304, 10,8
G ={65)F9) ey €l
while §J # 8 do
extrae (1,7} de &;
if mviaal[i,j} then
G =QU{{ki)|m ek jk#ik
endif
endwhila
andprocadure

Figura 5. Procedimiento AC-3 y hmncion rerize.

Sustituyendo en AC-3 la funciim rerize por la
hinckin revizettl, obtenemas el procedimien-
ta AC-2001 [7] La funcicn revize2001 aparece
en la Figura §, ¥ presenta dos novedades con res-
pecio a revize. Primero, existe nn orden total
= 4 en cada daninio, ¥ los valaes son comproba-
do= en ese arden. Sepimdo, cada vez que =e reviza
la restriccion de z; a x;, para cada vale o € I,
se guarda en last{r;,a,x;) el primer valor can-
patible en D; signiendo el orden. Cada vez que se
ejernta rerize2i(i, 1), para cada valm a & I
se comprieba s el valer Lazt{z;, a, z;}, calmilado
en la anterior ejenickin de revize2001{i, 1}, esta
todavia en Dy, Si es 251, @ es arco consktente ¥
na hay que hacer nada més. Sino, hay que buscar
mn valor b € I} compatible oom a, ¥ que estara
tras lagt{zi, e, ;) en el orden. 5i exdste, o es ar-
co comsistente ¥ se actualiza lazt{r, o,z := b.
Sino, o es arco nocansstente ¥ se ha de elimmar
de I¥;. Esfacil ver que la complejidad de AC-2001
ex O{ed®), que es dptima [27].

funetlon raviea2001(1, §)
camhio:—= falaa;
for each & € Ik do
¥ 1estfe;, o ) ¢ Dy then

If 3 e Iy, b >glast{a;, ae0) A (a,b) € By then

luatf_ﬂn,ﬂ, ﬂt_{} = b;
alaa
=iy - {ﬂ};
camhio (= trie;
endif
eneif
anedfor
raturn cambio;
endfunetion

Fipura §. Funcikm revize2001,

3.2.3 Consistencia de caminos

TIm par de valores (a, b) € Hi; de las variables z; v
T; £s caming cansistente con respectoa 1ma terce-
ra variable ry =i exdste o € Iy, tal que {(a, ¢) € By,
¥ (b,c} € H;u. Un par de variables x; ¥ 7; es ca-
ming consistente con respecto a ry 55 todas s
parejas canpatibles de valores 1o son. Tn par de
variables r; ¥ r; es camino consistente =4 lo s
con respecto a cnalquer variable. Tna red es ca-
ming consistente =4 todos los pares de variables
R0l CAMING crEsistentes.



Tn par de variables 1, & =e hace camino consis-
tente con respecto a ok pa medic de la hncin
revizeifi, j, k), borrando de E,;; aquellos pares
de valores que no se pueden extender a ningiin va-
Iz de z,. El efecto de 1a fincidn rerized{i, 5,4}

es equivalente a la operacion,
Rij + His Nwig{ R M Dy X Hig)

Tna red de restriccicnes binaria se convierte en
caming consistente mediante el procedimiento
PC-2 [24] (Figura 7}, por medic de la reitera-
da aplicackin de la funcidm rerised{i,j, k). La
variable ) se iniclalea con todos s posibles
triangulos (i, §, &) de variables en la red. 5i al

hacer camino cansistente la restricoicn ;; se mo-

difica By, se vuelven a introducir en {) todas s
triangulos que inchiyen ¢, § ¥ onalquier otra varia-
ble, ya que han podido dejar de ser camino consis-
tentes. La complejidad de PO-2 es O{n®d®). Tn
proced imiento mas sdlisticado es PC-3 [27].

funetlhn ravisad(i, §,&)
cambio= falsa;
for aach (a,b) € Ry do

If =3¢ € I tal qua (e,r) € Fia oy b,e) € By then

Ry = Ry = {{e, 8)};
camhic = trua;
andif
andfor
raturn cambio;
andfimetion

procadure PC-2(X, D, L)

g ={ijd)|1<i<j<ml<h<nmi#ik# ik
#0do

while
axtrae (1,7, &) de
if ravisai(i, i, k) than
G=guliiififd1si<al#fi#i]
andif
andwhila
andprocadire

Fignra 7. Proc. PU-2 v fimcidn rerized.

3.2.4 k-consistencia

La consistencia de nodos elimina aquellos valores
que no =on posibles para una variable; la consis-
tencia de arcos elimina aquelos valaes de 1mma
variable que no se pueden extender de frma con-
gistente a 1ma sepuinda variable; 1a consistencia de
camineg elimina aquellos pares de valaes consis-
tentes que no se pueden extender de forma con-
gistente a una tercera variable. Signiendo esta

seciencia, podemos considerar cmjuntos de k— 1
variables ¥ ver si se pueden extender de forma
consistente a cualquier k-ésima variable. Esta
idea es la base de la t-consistenda. Thna red de
restricciones es k-conmistente =1 para todo con-
junto de £ — 1 variables asignadas de forma con-
sistente ¥ cnalquier A-ésima variable, exite un
valar de esta variable consitente con los valares
de las k& — 1 variables anteriores. Los algoritmos
que akcanzan la k-consistencia 9] tienen camnpleji-
dad exponendal en k, ¥ descartan canbinacianes
de £ — 1 walmes que no =e pueden extender de

forma consistente a nma f-ésima variable.

4 Biisqueda + Inferencia

Las estratégias anteriores, bisqueda e mferen-
cia, =e pueden combinar dando higar a algoritmos
hibridas. Explaamos das combinadones:

1. Bisqueda sistematica + mnferencia moom-
pkta. Dentro de 1n esquema de bilsqueda
sktemitica, se realiza 1n proceso de consis-
tencia kocal sobre el subproblema represen-
tado en cada nodo. Bl proceso de consis-
tencia local evalua la consistencia del snb-
problema hasta in clerto nivel, descubrien-
do tuplas de valores que no pueden estar
en la sohwcicn. Cane cmsecnencia, el espa-
cio de estades del subproblema dismimiye,
anmentando 1a eficiencia de la lmisqueda. 51
se descubre 1n dominio vacic, el sibproble-

ma na tiene sohicdon.

2. Bisqueda sktemitica + inferencia comple-
ta La inferencia completa por eliminacidn
de variables tiene un coste espacial expo-
nencial, dependiendo de wn parametro del
grafo de restricciones. Por este motive no
es posible utilizarla en muchos problemas en
lo= queeste parimetro no esta anotado (pro-
blernas con grafos de restriccicnes altamen-
te ciclicos). Sin embargo = que es posible
integrar la eliminaciin de variable dentro de
un esquema de lmisqueda y aplicarla de ma-
nera imitada enando las condiciones parala
eliminacion sean suficienternente propicias.

A continuacion, presentamos los alporitmos for-
ward checking ¥ MA( como ejemmplos del primer
tipo, ¥ el algoriting VES ({martable elimingtion se-
arch) como ejemnplo dd sepmdo.



4.1 Forward Checking

Farmard checking [19] signe una biisqueda en pro-
hindidad, realizando en cada nodo 1 proceso de
arco consktencia sobre las restricciones parcial-
mente asignadas. En el aso binario, tras asignar
una variable, se eliminan de los daninios futiros
Iz valares incompatibles con el recién asign ado.

El algoritmo de forwand checking para problemnsas
binarios aparece en la Figura 8. 5e trata de la
hnckin bodeana FCJ, Past, D = [Dy, ..., D),
que recibe canoe parametros el indice i de la va-
riable actnal, el conjunto Past de variables pa-
sadas ¥ el vector D = [I,... , Dy] de dominims
del resto de variables. Esta himcion devuelve cier-
to =i existe 1ma saucion que inchiya a Past, en
otro caso devielve fako. La funcion va proban-
do los valores posibles de x;. Dado un valor, =
T; s laiiltima variable, hemos encontrado 1a so-
hwicm. 5 no es la fltima variable, la hmcion
AC{{x;,.. .'r,,} Hel Diyaye.. ,Da] 2 j} realiza
un pm{rqn- + arco consistencia sohre o siboon-
junto de restricciones £ = {ei;]cy € &4 < 51,
formado por aquellas restricciones que comectan
la variable actnal con las futuras. Como resul-
tado, =e cbtienen los muevos daeninios futiros
Newl}, eiminando aquellos valores aroo incon-
sistentes con el reckn azsipgnado. 5 no hay i
dominio future vacie, se realza la llamada recir-
giva, inchiyendo x; en Past con los mevos doami-
nios Wewlr. 5 esta Hamada devielve clerto, se
ha encntrado ma soudon por lo que devielve
cierte a su vez. En caso cantrario, se cmtimia el
bucke. 5i se han probadlo todos los valores de o

sin éxito, no existe sohiciion que nchya a Past,

funetion FOH, Past, D = [I,... , D)
for aach o € 1, do

T
if i = # then return trie;
alaa

fop = {wy ey €L jh

New ) — Lﬁ{{m, - ,ﬂ‘ﬂ}, [{ﬂ},ﬂq_h - ;-Dﬂ.];ccf}i

if WewD no contiena @ then
If FCii + 1, Paat U {a}, Wew ) then
raturn trne;
andif
eneldf
andif
endfor
raturn filae;
endfimetion

Fignra 8. Algoritmo de forwend checking.

4.2 MAC: Manteniendo arco con-
alstencia

El algoritmo MALD {acronimo de meintaning am
congintency) [32], mantiene la arco casistencia
en oz sibproblemas que genera. Cada mews sub-
problema es hecho arco consistente considerando
todas s restricciones.

En la Figira § se presenta el algwitmo MAL Se
trata de la funcidn booleana MAC{L, I}}, que recibe
coma parametros el mdice { de la variable actnal
¥ el vector D = [I},..., D] de todos los domi-
nios del problema. Esta funcicn devielve cierto
= existe 1ma schucicn entre los valores de I} en
otro caso devuelve fako. En este algoritmo, asip-
nar 1ma variable ex equivalente a redncir m do-
minic a 1n solo valor. nicialmente, s copian los
dominios fnturos recibidos a I, La hmddn va
probando los valores posibles rfe T;. Para cada
valer a, el algmritmo comsdera dos snbproblemas,
definidos por el dominio D de 1a variable actnal:

1. D := {a} {z; toma el valor a}. 5i =z, es
la 1iltima variable, hemos encontrado una
salucicon. i no es la 1iltima variable, 1a fun-
cion AC(X, I}, £} realea un proceso de ar-
oo consktencia sobre el conjinto £ de to-
das 1as restriccicnes del problerma, conside-
rande O = [[h,...,Di-1, 0,..., D7), o=
daennios actuales de las variables. Como
resiltado, se obtienen los muevos dominios
futures Wew D, eliminando aquellos valmres
arco inconsistentes. 5i no hay wn dominio
futiro vacio, se realza la llamada recurs-
va, con los nuevos dominios New . 5 esta
Namada devielve clerto, significa que se ha
encotrado 1ma sadudaon por o que deviek
ve derto a s vez. 5ino, se contimia oo la
segunda opoion.

2. I = I}, — {a} {r; no puede tamar el va-
lor a}. Tanto = exdste 1n daminio vacio en
Newl} como = la llamada recursiva retor-
na fako, a ya no es un valor posible para
Ti. Se realEa aron consistenda AC(X, I, £
scbre el meve daninic de ;. Cone resnlk
tado, AC calonla Jos meves dominios futuros
NewD, eliminando aquellos valores arco in-
consitentes. 5§ no hay wn dominic futnro
vacio, se copian los mevos dominics futn-
rs en D) y se contimia el bucle. En caso
contrario, hay que =alir del bucle, no hay
solucion en la rama actnal que inchiya

valor de IF,.



Chnande se sale del bucle, se han probado todas
las opciones para & =in éxito, por lo que no hay
solucicn en la rama actnal.

funetion MAC(i, D = [D1,... ,Da]}
for aach § =i+ 1...n do I} = Dy; endfor
for eaach a € 7y do

D = {a};
if i =« then return trie;
alaa

NewD = WX, [, .., D1, 00,... , 00],0)%
If Wew D no contiens § then
If MAEd + 1, Wew D)) then raturn troe; andif

aneif
o =1; = a};
I = In;

NewD = X, Dy, D1, Dy 0L O
If NewD contiens @ then aalir bucle;
alaa
for each f=1i4+1... 2 do
I = NewD[j];
r
endif
andlf
aendfor
raturn filas;

Figira 5. Algaritmo MAC

4.3 Bisqueda y eliminacién de va-
riables

Como ejemplo de combinacion de lisqueda com-
pleta e inferencia completa esta el algoritmo VES
{waricble climination search) [23] Eliminar una
variable, que ez el paso basico de la mferencia
completa, tiene 1n cste espacial ¥ temporal ex-
paencial en la anchura de la variable (nimmero de
variables restringidas con ella ¥ antericres en el
orden). Cnando la anduira ex pequefia, este pro-
ceso e puede realizar, pero = la anchira es gran-
de, el coete ex prohibitive. Por otra parte, asignar
una variable modifica 1a topologia del grafo, 1ma
vez propagado el efecto de 1a asignacidn, por lo
que se pruede ntilzar para disminuir la anchiura
de clertas variables,

El algoritmo VES combina estas wleas, nsando
un onden estatico de variables. Este alporitmo
aparece en la Fipura 1(. Se trata de la hmcion
bodeana YES(S, k, P, F, E, I, {1, que recibe o=
mo parametros el procedimiento S de isqueda,
el parametro £, las variables pasadas P, futiras
F y eliminadas F, s daninios actnales Iy las
restricciones actnales . Esta foncion devielve

clerto = existe wna sohicicn, en otre caso devidve
falsc. 5 el conjunta F es vacio, se ha encontrado
1na saucidn. Sino, se escoje ; la iltima variable
de F y =e calmla =1 anchura. 5i esta es mena o
ignal que %, =e dimina la variable con la funcicn
varelim. E Sino, se realiza hisqueda sobre los
valares de la variable con la fincidn varbranch.
Chuando se realizan con éxdto, ambas himcones
llaman a la funcicn YE& con el subproblema que
queda.

funetlon YES(5, &k, P, F, B, 1, £}
If 7 =0 then return true;
alaa
&= ultimal[F]n;
B, = [Rg e | 2y € 5;ks
i |Bi| < k then
raturn varal imf 5, ko, 7, F, E, L)
alaa
ratiirn varbranch I[S, i:, ay, PP, E,{:‘};
aendfunetion

funectlon varelin(S, k&, 2,7, F, E, 1, )
A =Urg e85y — {aiks
Ra=nalMrg en; Ra)
If Ra =@ then return falae;
alaa
return ¥ES(S, &k, P, F — [}, Eu{a}, O U {Ral);
aendfunetlon

funetlon varbranch{$, k2, P, F, B, D)
for each & € I dn
New D .= lockahand (5, &6, 7, F, £);
¥ NewD no contione § then
raturn TES(S, &, P U o )L F = o), B, NewD, £);
andif
andfor
raturn falae;
andfunctlon

Figira 1. Algoritmo VES.

5 Temas relacionados

Exdsten 1ma serie de temas muy relacionados oo
los esquemas algoritmicos anteriores, que por ra-
zones de espacio no podemos presentar en deta-
lle. A contimacicn, mencicnames alpimeos de es-
tos temas, dando las referencias bisicas que ha de
sepuir el lector =i quiere profimdizar en ellos.



5.1 Explotacitn de simetrias

En muchos problemas aparecen simetrias, como
transformaciones que dejan invariante el conjun-
to de restricdones. Al aplicar nna simetria sobre
un estado &, se obtiene un mevo estado & que es
equivalente a 5. Tna simetria induee nuna relaciin
de equivalencia en el espacio de estados, agrupan-
do en clases a todos I estados equivalentes pa
la simetria. Cada clase contiene sohicones (todos
I estados de la dase son sducion) o no solwcio-
nes (ningin estado de la clase es sohickin). Para
resclver 1n OSP con simetrias, no es necesario vi-
sitar todos kos estados, sino sdamente un estado
p claze de equivalencia. De esta forma disminu-

ve drasticamente el tamafio del espacic ¥ anmenta
la eficiencia de la hisqueda.

Se han desarrollado diversas estrategias para ex-
plotar lazs simetrias en la resoliwcion de CSP. Ci-
tamos las sipiientes,

1. Nuevas restricciones para ramper simetrias
{symmetry breaking consinonts [25]). Se
madifica el problana miginal, afiadiendo
MILeVAS TestTicCies Qe HHOpen =S sime-
trias. El mevo problema mantiene todas
las sohiciones no simétrias perc elimina las
simétricas. Las mevas restriccicnes se pue-

den afiadir antes de comenzar la biisqueda,

o durante la misma.

2. Modificacion de la estrategia de bisqueda.
{symmmetry breaking search [14]). Se mo-
difica la estrategia de isqueda, para evi-
tar visitar estadcos simétricos a los ya vi-
sitados. Para ello, se definen las sohiciones
candmicas, y s¢ padan os subarboles que no
las contienen.

3. Ruptira de simetrias durante la bisqueda
{symmetry breaking during seach [1E]).
Chando se visita nn snbarbal, =se afiaden
restricciones que evitan visitar un subsrbol
simétrico en el futiro.

4. Henristica de mptura de simetrias (owm-
metry breaking hewrintic [26]). Al asignar
una variable se rampen simetrias. Esta
heuristica busca a la variable que més sime-
trias puede romper al ser asignada, orien-
tando la iisqueda hacia subespacics om
menda mimera de estados simétricos.

5.2 CSP no binarios

Durante un cierto tianpa, la investigacion se cen-
tr¢ sobre restricciones binarias, ¥ 1a mayor parte
de los algaitmos se desarrdld para problemas bi-
narios. En teoria, esto no era i inconveniente
para aplicar dichos algaitmos a problemas no bi-
narios, ya que todo problema no binario =e puede
transformar en otro binario equivalente. En la
practica, =sin embargo, esta transfarmacion pre-
senta diverscs inconvenientes, por lo que se han
desarrollado versicnes no binarias de la maymia
de == algoritmos.

La perneralizackin no binaria de clertos algoritmos
como backtrecking es directa. El popular algorit-
mo de ferwand checking, admite diversas penera-
lzacicnes no binarias [§]. La versiim no binaria
de consEtencia de arcos se dendmina consistencia
de arcee consktencia generalizada [6], ¥ permi-
te que la peneralizacin del algoritmo MAC al
case ne binaric sea directa Tna restriccion no
binaria es descompible, =i se puede reescribic
como 1m ooa it de restricciones binarias sobre
las mizmas variables manteniendo sn semAantica
La potencia de las consistencias locales sobre res-
triccicnes n-arias ¥ =1 descomporicion binarias se
ha comparadcen [21]. Para mis detalles, ver [33].

5.3 Restricciones globales

Desde el punto de vista de los algaritmos, es ha-
bitnal ver las restricciones como relaciones en-
tre variables, sin asumir ninpma semAantica. Es-
ta idea no es ademada enando se trabaja scbre
problemas reales. Existe un conjunto de restric-
cicnes con 1 significado bien definido que apa-
recenn a menudo en las aplicaciones. Explotar
=1 semAntica permite obtener procedimientos de
propapgacicn més eficientes, con lo que disminuye
la complejidad de los algoritmos.

Estas restricciones suelen ser no binarias, v =e de-
nominan genéricamente restriociones globales. El
ejemnple clasico de restricckin global descompo-
nible es la restriccicn ali-different{z;, 22,... , 3}
[30]. Esta restriccicn es equivalente a un conjunto
de ﬂ%l restriccicnes binarias £ entre las varia-
bles. 5i cada variable tiene i — 1 valares, 1a arco
congistencia sobre las restricciones binarias £ no
es capaz de deducir 1a poda de ningin valor. Sin
embargo, la arco consistencia generalizada sobre
la restriccion global all-dfferent permite deducir
que el problema no tiene schiciin. Por contra, la



restriccion global swme 3., mi =y no es des-
componible, ya que no se puede expresar en res-
triccicnes de menor aridad =in introdocir mevas
variables. El catilogp de restricciones globales
crece a medida que e atacan mevos problemas

[4-

5.4 Entornns de programaciém con
restricciones

Buena parte de las térmicas para resolver redes
de restriccdones se han encapsulado en los entor-
nos de programacicn con restricciones. Dicheos
entomoes proporcionan 1n estile de programacion
declarativa, en donde el nmario farmila s pro-
blema en términos de variables, daminios ¥ res-
triccicnes, ¥ pide a un resolvedor genérico que
calenle la solucicn [34]. Estos entomes induyen
un catalogn de restricciones globales oo procedi-
mients de propagacicon especificos, ¥ hennisticas
Eenéricas,

La programacion con restricciones encaja de for-
ma natural con la programacion kigica: no hay
mas que reescribir las restricciones como predica-
do= ¥ tomar como objetive la conjuncicin de di-
chos predicad s, Snstintuyendo la imificacion par
satisfaccion de restricciones, =e obtiene la progra-
macidn {dgica con restricciones o OLP {acronimo
del inglés Consireint Logic Prograwsning) [25]
Se han desarrollado diversos entarnos CLP, como
CHIP [20] ¥ ECLIFSE [22]. También se han desa-
rrdlado entornes de programacion cm restriccio-
nes sobre lengnajes de programacion im peratives
{C++), como bibliotecas de procedimientos es-
pedaleados que se inchiyen en el programa del
usuaric. Clomo ejemplo, podemos citar el TLOG
Solver [13]. Varios de estos entormnos han sido
comparados en [15].

Desde Ics primeros trabajos de Waltz en los afios
70 [37], =e ha avanzado mcho en la resolucicn
de problemas de restricciones. Se han editado
varios libros que contienen la tewria ¥ Jos algorit-
mos necesarios para resolver este tipo de proble-
mas [20, 36, 25, 17, 1, 11]. Scbre problemas es-
pecifics, exdstenn servidor WEB [10], que cntie-
ne descripciones de diversos problemas, as como
estrategias de modelzacicn ¥ reschicion.
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