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Resumen

Los algoritmos de estimacién de distribuciones son un conjunto de métodos englobados dentro del
paradigma de la computacion evolutiva. Estos métodos se basan principalmente en sustituir el cruce
y la mutacién por la estimacién y posterior muestreo de una distribucién de probabilidad aprendida a
partir de los individuos seleccionados. Este conjunto de algoritmos ha sido objeto de gran atencién por
parte de la comunidad cientifica alrededor de la computacién evolutiva y los modelos graficos proba-
bilisticos. El presente articulo pretende introducir los algoritmos de estimacion de distribuciones en el
campo de la optimizacién combinatoria, al mismo tiempo que realizar una revisién exhaustiva de la bib-
liografia. La presentacién de los diferentes algoritmos se realizara ordenandolos en base a la complejidad
de las interrelaciones que son capaces de expresar los modelos probabilisticos que genera cada algoritmo.

1. Introduccion

El comportamiento de los algoritmos de com-
putacién evolutiva més habituales (algoritmos
genéticos y estrategias evolutivas) depende de
varios parametros asociados a los mismos (ope-
radores de cruce y mutacién, probabilidades

*Este trabajo ha sido subvencionado por el Minis-
terio de Ciencia y Tecnologia, bajo la ayuda TIC2001-
2973-C05-03

de cruce y mutacién, tamano de la poblacién,
nimero de generaciones, tasa de reemplaza-
miento generacional, etc.). Si no se tiene ex-
periencia en el uso del algoritmo evolutivo en
el problema de optimizacién que se pretende
resolver, la determinacién de los valores ade-
cuados para los pardmetros anteriores se con-
vierte en si mismo en un problema de opti-
mizacion, tal y como fué expuesto por Grefen-
stette (1986). Este motivo, junto con el he-
cho de que la prediccién de los movimientos



de la poblacién de individuos en el espacio de
busqueda sea extremadamente dificil, ha mo-
tivado el nacimiento de un tipo de algoritmos
conocidos como algoritmos de estimacién de
distribuciones (Estimation of Distribution Al-
gorithms (EDAs)). Los EDAs fueron introduci-
dos en el ambito de la computaciéon evolutiva
por Miihlenbein y Paafl (1996). Aproximaciones
similares previas pueden encontrarse en el libro

de Zhigljavsky (1991).

Holland (1975) se percaté de que el tener
en consideracién las variables que interactua-
ban podia ser beneficioso para los algoritmos
genéticos. El explotar este tipo de informacién
se conoce bajo el término de linkage learning.
Estas mismas ideas han sido seguidas por otros
autores, tales como Goldberg y col. (1989),
Goldberg y col. (1993), Kargupta (1996), Kar-
gupta y Goldberg (1997), Bandyopadyay y col.
(1998), Lobo y col. (1998), van Kemenade
(1998) v Bosman y Thierens (1999b). En los
anteriores trabajos, los algoritmos genéticos se
extienden para procesar los denominados build-
ing blocks, entendiendo por los mismos agrupa-
ciones de variables que conviene que el algorit-
mo genético no destruya en su proceso evoluti-
vo.

En contraposicién con los algoritmos genéticos,
los EDASs no requieren de operadores de cruce ni
de mutacién. La nueva poblacién de individuos
se obtiene por simulacién de una distribucion
de probabilidad, la cual es estimada a partir de
una base de datos conteniendo los individuos
seleccionados en la generacién anterior. Mien-
tras que en el resto de algoritmos evolutivos
las interrelaciones entre las variables (genes o
posiciones de los individuos) se mantienen im-
plicitas, en los EDAs dichas interrelaciones se
expresan de manera explicita a través de la dis-
tribucién de probabilidad conjunta asociada a
los individuos seleccionados en cada generacion.
De hecho, dicha estimacion de la distribucién
de probabilidad conjunta de los individuos se-
leccionados es (tal y como se vera a lo largo del
trabajo) el verdadero cuello de botella de esta
nueva aproximacion.

El objetivo fundamental de este trabajo es el
presentar una revision de las distintas apro-
ximaciones desarrolladas para los EDAs en el
campo combinatorio. Para una revisién exhaus-
tiva de los EDAs tanto en el campo combi-
natorio como en el continuo, el lector puede

consultar los siguientes trabajos Larranaga y
col. (1999a, 1999b), y Pelikan y col. (1999b),
asi como el reciente libro de Larranaga y Lozano
(2002). Véase Gonzalez y col. (2001) para una
revision de resultados teéricos relacionados con
EDAs.

2. Un ejemplo sencillo

Con el objetivo de entender los distintos com-
ponentes y pasos de los EDAs, vamos a aplicar
la versién maés simple de los mismos a un ejem-
plo trivial de optimizacion.

Supongamos que estamos tratando de maxi-

mizar la funcion OneMaz definida en un espa-

cio de dimension 6. Es decir, estamos tratando

de obtener el mdximo de la funcién: h(x) =
6

doieq i conxz; =0,1.

La poblacién inicial se obtiene al azar muestre-
ando la siguiente distribucién de probabilidad:
po(x) = Tl po(w:), donde po(X; = 1) =
0,5 para ¢ = 1,...,6. Esto significa que la dis-
tribuciéon de probabilidad de la que estamos
muestreando se factoriza como el producto de
seis distribuciones de probabilidad marginales
univariantes, cada una de las cuales sigue una
distribucién de Bernouilli con un pardmetro
p = 0,5. Denotamos por Dy el fichero de 20 ca-
sos —véase Cuadro 1— obtenido a partir de esta
simulacion.

En un segundo paso, seleccionamos algunos in-
dividuos de Djy. Esto puede hacerse usando
cualquiera de los métodos estandar de seleccion
habituales en computacién evolutiva. Supong-
amos que nuestro método de seleccién es trun-
cacion, y que seleccionamos la mitad de la
poblacién. Denotamos por D5® el fichero de ca-
sos conteniendo a los individuos seleccionados.
En caso de empates en la funcién de evalua-
cién de varios individuos (por ejemplo los in-
dividuos numerados como 1, 9, 12, 18 y 20),
la seleccién se efectiia de manera probabilisti-
ca mediante una distribucién uniforme. En este
ejemplo, necesitamos escoger 3 individuos del
conjunto de individuos cuya funcién de evalua-
cion es 3.

Una vez que tenemos los 10 individuos seleccio-
nados, D§¢, —véase Cuadro 2— se trata de ex-
presar de manera explicita, usando la distribu-



Cuadro 1: La poblacién inicial, Dy.

Xl X2 X3 X4 X5 X6 h((l?)
1 1 0 1 0 1 0 3
2 0 1 0 0 1 0 2
3 0 0 0 1 0 0 1
4 1 1 1 0 0 1 4
5 0 0 0 0 0 1 1
6 1 1 0 0 1 1 4
7 0 1 1 1 1 1 5
8 0 0 0 1 0 0 1
9 1 1 0 1 0 0 3
10 1 0 1 0 0 0 2
1] 1 0 0 1 1 1 4
121 1 0 0 0 1 3
131 1 0 1 0 0 0 2
141 0 0 0 0 1 1 2
151 0 1 1 1 1 1 )
16| 0 0 0 1 0 0 1
17 1 1 1 1 1 0 5
181 0 1 0 1 1 0 3
19| 1 0 1 1 1 1 )
20| 1 0 1 1 0 0 3

cién de probabilidad conjunta, las caracteristi-
cas de dichos individuos seleccionados. Aunque
somos conscientes de que es una buena idea
que dicha distribucién de probabilidad conjunta
tenga en cuenta todas las interdependencias en-
tre las variables, en este ejemplo vamos a cons-
truir el modelo probabilistico mas sencillo. En
el mismo, cada variable se considera indepen-
diente del resto de las variables. Usando no-
tacién matematica, tenemos:

6
pi(@) =pi(z1,...,26) = [ [ p(2:] DF°).

i=1

Por tanto tan sélo necesitamos 6 parametros
para especificar el modelo. Cada parametro,
p(2:|D§®) con i = 1,...,6, se estimard a par-
tir del fichero de casos D3¢ por medio de sus
frecuencias relativas correspondientes, p(X; =
11Dge).

Se obtienen los siguientes valores para los
parametros:

p(X1 =1D§) =07 p(Xy = 1|D§¢) = 0,7
P(Xs =1|D§¢) =06 p(Xs=1[D5¢) =06
(X5 = 1|D5) =08 p(Xe = 1|D5®) = 0,7.

Muestreando esta distribucién de probabi-
lidad conjunta, p;(x), obtenemos una nueva

Cuadro 2: Los individuos seleccionados de la
poblacién inicial Dg*®.

X1 Xo X3 Xy X5 Xg
1 1 0 1 0 1 0
4 1 1 1 0 0 1
6 1 1 0 0 1 1
7 0 1 1 1 1 1
11 1 0 0 1 1 1
12 1 1 0 0 0 1
15 0 1 1 1 1 1
17 1 1 1 1 1 0
18 0 1 0 1 1 0
19 1 0 1 1 1 1

Cuadro 3: La poblacién de individuos en la
primera generacion, D;.
X1 Xo X5 Xy X5 Xg

h(x)
1 1 1 1 1 1 1 6
2 1 0 1 0 1 1 4
3 1 1 1 1 1 0 5
4 0 1 0 1 1 1 4
5 1 1 1 1 0 1 5
6 1 0 0 1 1 1 4
7 0 1 0 1 1 0 3
8 1 1 1 0 1 0 4
9 1 1 1 0 0 1 4
10] 1 0 0 1 1 1 4
11 1 1 0 0 1 1 4
12| 1 0 1 1 1 0 4
13 0 1 1 0 1 1 4
141 0 1 1 1 1 0 4
5] 0 1 1 1 1 1 5
16| 0 1 1 0 1 1 4
17 ] 1 1 1 1 1 0 5
181 0 1 0 0 1 0 2
191 0 0 1 1 0 1 3
20 | 1 1 0 1 1 1 5




Cuadro 4: Los individuos seleccionados, Dy¢,
de la poblacién en su primera generacion.

X, Xo X3 Xa X5 X
11 1 1 1 1 1
211 0o 1 o0 1 1
301 1 1 1 1 0
501 1 1 1 0 1
6/ 1 o 0o 1 1 1
81 1 1 0 1 0
9/ 1 1 1 o0 o0 1
o 1 1 1 1 1
w1 1 1 1 1 0
201 1 0o 1 1 1

poblacién de individuos, Dy. En la Cuadro 3
se puede consultar los 20 individuos obtenidos,
cada uno de los cuales es evaluado por medio de
h(zx). De nuevo seleccionamos los 10 mejores in-
dividuos de D1, obteniendo —tal y como puede
verse en Cuadro 4 el fichero de casos Df*.

A partir de este fichero de casos podemos obte-
ner

6

pa(@) = pa(w1, ..., w6) = [ [ p(w:| DT)
=1

donde p(x;|D{¢) con i = 1,...,6 es estimada
a partir de D¢ por medio de las frecuencias
relativas correspondientes, p(X; = 1|D7°).

En este caso los valores de los parametros son:

P(X1 =1|Dy¢) =09 H(X> = 1|Dy¢) =08
P(Xs=1|DJ¢) =08 p(Xy=1|D{) =07
P(Xs = 1|D$¢) =08  p(Xg = 1|D5¢) = 0,7.

Estos tres pasos consistentes en (i) seleccionar
algunos individuos de la poblacién de indivi-
duos presente, (ii) estimar la distribucién de
probabilidad de los individuos seleccionados, y
(iil) muestrear de la distribucién de probabi-
lidad estimada, se repiten hasta que se veri-
fique un criterio de parada previamente estable-
cido. En el pseudocédigo de la Figura 1, pode-
mos consultar un esquema de la aproximacion
EDA. Al comienzo se generan M individuos al
azar, por ejemplo a partir de una distribuciéon
uniforme para cada variable. Estos M indivi-
duos constituyen la poblacién inicial, Dy, y ca-
da uno de ellos es evaluado. En un primer paso,
un nimero N (N < M) de individuos es se-
leccionado (normalmente aquellos con mejores

EDA
Dy «+— Generar M individuos al azar

Repetir for [ = 1,2,... hasta
que se cumpla el criterio de parada

Dls_e1 «— Seleccionar N < M individuos
de D;_4 acorde con el método de seleccion

pi(z) = p(x|D;j¢,) « Estimar la
distribucién de probabilidad
de los individuos seleccionados

D; — Muestrear M individuos (la nueva
poblacién) a partir de p;(x)

Figura 1: Pseudocédigo de la aproximacién
EDA.

valores de funcién objetivo). A continuacidn, se
efectia la induccién del modelo probabilistico
n—dimensional que mejor refleja las interdepen-
dencias entre las variables. En un tercer pa-
so, se obtienen M nuevos individuos (la nue-
va poblacién) a partir de la simulacién de la
distribucién de probabilidad que se ha apren-
dido en el paso previo. Los tres pasos anterio-
res se repiten hasta que se verifique la condi-
cién de parada. Ejemplos de la misma son: eva-
luacién de un nimero fijo de individuos o de
poblaciones, uniformidad en la poblacién gene-
rada, no mejora en relacion con el mejor in-
dividuo obtenido en la generacién previa, etc.

El problema principal con los EDAs radica
en como estimar la distribucién de probabili-
dad p;(x). Obviamente, la computacién de to-
dos los pardmetros necesarios para especificar
la distribuciéon de probabilidad n—dimensional
conjunta no es practica, a nada que n crezca.
La manera de abordar el problema es considerar
que la distribucién de probabilidad se factoriza
de acuerdo a un modelo de probabilidad sim-
plificado.



3. EDAs en optimizacién
combinatoria

3.1. Introduccién

En esta seccién vamos a revisar distintas pro-
puestas de EDAs para la optimizacion combi-
natoria. Hemos organizado la secciéon en base
a la complejidad del modelo probabilistico usa-
do para aprender las interdependencias entre
las variables a partir de la base de datos conte-
niendo a los individuos seleccionados.

3.2. Sin dependencias

En todos los trabajos pertenecientes a esta ca-
tegoria se asume que la distribucién de pro-
babilidad n—dimensional conjunta factoriza co-
mo un producto de n distribuciones de proba-
bilidad univariantes e independientes. Es de-
cir, pi(x) = [[;_, pi(x;) —véase Figura 5 para
una representacién grafica. Obviamente esta
hipétesis de independencia estd muy alejada de
lo que ocurre en un problema dificil de opti-
mizaciéon combinatoria, en el cual existen inter-
dependencias entre las variables.

3.2.1. UMDA

Miihlenbein (1998) introdujo el Univariate
Marginal  Distribution  Algorithm (UMDA).
UMDA generaliza trabajos previos de Syswerda
(1993), Eshelman y Schaffer (1993) y Miihlen-
bein y Voigt (1996).

El pseudocddigo para el UMDA puede consul-
tarse en Figura 2. Como puede verse en la Figu-
ra 2 el modelo usado para estimar en cada gen-
eracién la distribucién de probabilidad conjunta
a partir de los individuos seleccionados, p;(x),
es lo mas simple posible. De hecho la distribu-
cién de probabilidad conjunta se ha factorizado
como producto de distribuciones univariantes
independientes. Es decir:

ni@) = plalDf) = [,

Cada distribucién de probabilidad univariante

UMDA
Dy « Generar M individuos (la
poblacién inicial) al azar

Repetir para | = 1,2, ... hasta que se
verifique el criterio de parada

Dlsfl «— Seleccionar N < M individuos
de D;_1 de acorde con un
método de seleccion

pi(x) = p(x|Di%) = [[i2y polw:) =

HTL ZJN=1 5j(Xi=33i|DlS—e1) -

i=1 N
Estimar la distribucién de probabilidad
conjunta

D; — Muestrear M individuos (la nueva
poblacién) a partir de p;(x)

Figura 2: Pseudocédigo para UMDA.

se estima a partir de las frecuencias marginales:

N e
Y1 05(Xi = mi| DY)
N

pi(x) =

donde

1 sien el j-ésimo caso
Se _
S de D _ Xi = T;
0 (X = x| D) = =
0 en otro caso.

Se pueden consultar Santana y Ochoa (1999) y
Santana y col. (2000) para modificaciones en la
fase de simulacién del UMDA. En Inza y col.
(2000) se puede ver una aplicacién al problema
de la seleccion de variables, mientras que Rivera
(1999) aplica el UMDA para la bisqueda de un
sistema clasificador. Andlisis matematicos del
UMDA pueden consultarse en los trabajos de
Mahnig y Miihlenbein (2000) y Miihlenbein y
Mahnig (2000).

3.2.2. PBIL

El algoritmo PBIL (Population Based Incre-
mental Learning) fué introducido por Baluja
(1994), y posteriormente mejorado por Baluja
y Caruana (1995), con el objetivo de obtener el



6ptimo de una funcién definida en un espacio
binario n—dimensional: Q@ = {0,1}". En cada
generacién, la poblacién de individuos se repre-
senta como un vector de probabilidades:

pi(x) = (pi(x1), ..o pe(xa), - - pi(Tn))

donde p;(x;) denota la probabilidad de obtener
el valor 1 en la i-ésima componente de D;, es
decir en la poblacién de individuos de la [-ésima
generacién.

El algoritmo funciona de la siguiente manera.
En cada generacion, usando el vector de pro-
babilidades, p;(x), se obtienen M individuos.
Cada uno de estos M individuos es evaluado
y los N mejores (N < M) son seleccionados.
Denotamos los mismos de la siguiente manera:

l l l
ml:M7 .. 7wi:M7 CEEEE ,wN:M.

Estos individuos seleccionados son usados para
actualizar el vector de probabilidades, usando
una regla Hebbiana:

N
1
pii(x) = (1 —a)p(x) + N ngc:M
k=1

donde « € (0, 1] es un pardmetro del algoritmo.
Nétese que PBIL tan sélo puede verse como una
instancia de los EDAs en el caso en que o = 1.
En tal caso PBIL coincide con UMDA.

La Figura 3 muestra un pseudocédigo del al-
goritmo PBIL. El algoritmo PBIL ha recibido
mucha atencién por parte de la comunidad in-
vestigadora. Prueba de ello es el gran nimero
de trabajos existentes en la literatura.

Baluja (1995) compara el algoritmo PBIL con
otros seis heuristicos en diferentes problemas
de optimizacion. También en Monmarché y col.
(1999, 2000) pueden consultarse distintas com-
paraciones empiricas. Gali¢ y Hohfeld (1996),
Maxwell y Anderson (1999) y Gallagher (2000)
aplican PBIL al problema de obtener los pe-
sos Optimos en una red neuronal. Servais y col.
(1997) y Kvasnicka y col. (1996) proponen una
extensién de PBIL a espacios de bisqueda de
cardinalidad genérica. Otros trabajos en los que
se pueden ver modificaciones del método bésico
son Schmidt y col. (1999), Fyfe (1999) y Balu-
ja (1997). Sukthankar y col. (1997) muestran
una aplicacién a un problema relacionado con
vehiculos inteligentes, Salustowicz y Schmidhu-
ber (1997, 1998) muestran aplicaciones de PBIL

Obtener un vector inicial de
probabilidades po(x)

while no convergencia do
begin

Usando p;(«) obtener M individuos:

l l l
Ty, XYy, Ty

Evaluar y ordenar @,...,x}, ... 2,

Seleccionar los N (N < M) mejores
ndividuos: l !
individuos: 3.5z, - Tppss - s Thoas

Actualizar el vector de probabilidades
P (@) = (pra1(@1), - prga (@)

fori=1,...ndo
pry1(wg) = N
(1= a)pu(ws) + gy Yoy T s

end

Figura 3: Pseudocddigo del algoritmo PBIL.

a la programacion genética e Inza y col. (2001c¢)
presentan una aplicaciéon en un dominio médi-
co.

Trabajo tedrico relacionado con el algoritmo
PBIL incluye las siguientes referencias: Hohfeld
y Rudolph (1997) demuestran la convergen-
cia en media para funciones lineales, Berny
(2000a) deriva el algoritmo desde un punto de
vista de un sistema dindmico, Gonzélez y col.
(2001a) prueban la fuerte dependencia del algo-
ritmo con respecto a los valores iniciales de los
pardmetros, y Gonzdlez y col. (2001b) analizan
el algoritmo usando un sistema dinamico dis-
creto. También puede consultarse la tesis doc-
toral de Juels (1997). Es resenable asimismo
que Thathachar y Sastry (1987) introducen a
finales de los ochenta un algoritmo muy similar
a PBIL.

3.2.3. cGA

Harik y col. (1998) presentan un algoritmo de-
nominado compact Genetic Algorithm (cGA)



1. Inicializar el vector de probabilidades po(x
Po(®) = Po(@1, - -, Tty -, ) =
(po(l'l), s apo(xi)a s apo(xn)) =
(0,5,...,0,5,...,0,5)

2.1 =1+ 1. Muestrear p;(x) conl =0,1,...

obtener dos individuos: }, x}

3. Evaluar y ordenar @} y ) obteniendo:
x! 5 (el mejor de los dos) y
xl.5 (el peor de los dos)

4. Actualizar el vector de probabilidades
pi(x) hacia =},
for:=1tondo
if 2} 15 # @}, then
if 2}, =1 then pi(z;) = pr_1(z;) +
if 2} ., =0 then py(z;) = pr_1(z;) —

5. Comprobar si el vector de probabilidades
pi(x) ha convergido
for :=1tondo
if py(x;) >0y pi(z;) <1 then
volver al Paso 2

6. p;(x) representa la solucién final

)

X=X

Figura 4: Pseudocédigo del algoritmo cGA.

que puede verse como un ejemplo de EDA uni-
variado. El algoritmo (para una representacion
binaria) comienza inicializando un vector de
probabilidades donde cada componente sigue
una distribucién de Bernouilli con pardmetro
p = 0,5. A continuacién se generan dos indivi-
duos al azar a partir de este vector de probabili-
dades. Una vez evaluados los dos individuos, se
efectia una competicién entre ambos. La com-
peticion se lleva a cabo a nivel de cada variable
unidimensional, de tal manera que si para la i-
ésima posiciéon el individuo con mejor funcion
de evaluaciéon toma un valor diferente del que
tiene el individuo con peor valor, entonces la i-
ésima componente del vector de probabilidades
incrementa o disminuye en una constante la i-
ésima posicién del vector de probabilidades en
funcién de que la i-ésima componente del indi-
viduo vencedor sea respectivamente un uno o
un cero. Este proceso de adaptacién del vector
de probabilidades hacia el individuo vencedor

continia hasta que el vector de probabilidades
haya convergido. La Figura 4 muestra un pseu-
docédigo para el cGA.

La Figura 5 muestra una representacién grafi-
ca de los distintos modelos probabilisticos sin
interdependencias.

OO O
O O O
O OO

Figura 5: Representacién grafica de los modelos
probabilisticos propuestos para los EDAs en op-
timizacién combinatoria sin considerar interde-
pendencias entre las variables (UMDA, PBIL,
cGA).

3.3. Dependencias bivariadas

La estimacion de la distribucién de probabili-
dad conjunta puede hacerse de manera rapida
y sin necesidad de asumir independencia entre
las variables, por medio de la consideracion de
dependencias entre pares de variables. En tal
caso es suficiente con considerar estadisticos de
orden dos. Mientras que en los algoritmos de la
seccién previa tan solo se llevaba a cabo una es-
timacion de los parametros, ya que la estructura
permanecia fija, en este apartado el aprendizaje
paramétrico se extiende a estructural.

3.3.1. MIMIC

En De Bonet y col. (1997) se presenta un al-
goritmo voraz denominado MIMIC (Mutual In-
formation Maximization for Input Clustering).
MIMIC busca en cada generacion la mejor per-
mutacion entre las variables con el objetivo de
encontrar en cada generacion la distribucién de
probabilidad p] (x), que se encuentra més cer-
cana en divergencia de Kullback-Leibler a la



1. Seleccionar i,, = argmin; hy(X ;)

2.fork=n—-1,...,1

Escoger iy = argmin; by (X; | Xini1)
JF ikt1se e sin
3. pf (x) =

pu(wiy | wiy) - (i, | 2i,) - pi(2i,,)

Figura 6: La aproximaciéon MIMIC para la esti-
macion de la distribucion de probabilidad en la
generacién . Los simbolos hy(X) y hy(X | Y)
denotan respectivamente la entropia empirica
de X y la entropia empirica de X dado Y. Am-
bas son estimadas a partir de D}°.

distribucién empirica del conjunto de indivi-
duos seleccionados.

pi (@) =pi(@iy | iy) - po(@i,y | @i,) - pu(ws,)
donde ® = (i1,42,...,i,) denota una per-
mutacion de los indices 1,2,...,n.

Se puede demostrar que la divergencia de
Kullback-Leibler entre dos distribuciones de
probabilidad, p;(x) y p](x), se puede expresar
como:

n—1
H (z) = h(X;,) + Z hi(Xi, | Xij)
j=1

donde h(X) = —=> p(X = z)logp(X = x)
denota la entropia de Shannon de la variable
X,y h(X 1Y) =3 WX |Y =yp(Y =y),
donde (X | Y =y)=-> p(X =2]Y =
y) logp(X = z|Y = y), denota la incertidumbre
media en X dado Y. El problema de buscar la
mejor pJ (x) es equivalente a la biisqueda de la
permutacién 7* que minimiza H] (x). Para en-
contrar 7, De Bonet y col. (1997) proponen un
algoritmo voraz hacia adelante que evita el bus-
car en todo el espacio de permutaciones, cuya
dimensién es n!. La idea es seleccionar X; co-
mo la variable con menor entropia estimada,
para a continuacién en pasos sucesivos, selec-
cionar la variable —del conjunto de variables no
seleccionadas hasta el momento— cuya entropia
condicional media condicionada a la variable se-
leccionada en el paso anterior es minima. La

Figura 6 muestra el pseudocddigo para la esti-
macién de la distribucién de probabilidad con-
junta efectuada por el algoritmo MIMIC.

3.3.2. COMIT

Baluja y Davies (1997a) propusieron un algorit-
mo que utiliza distribuciones de probabilidad
basadas en relaciones bivariantes entre varia-
bles, para de esta forma generar un arbol de
dependencia éptimo en términos de verosimili-
tud.

En este apartado nos vamos a concentrar en
un algoritmo denominado COMIT (Combining
Optimizers with Mutual Information Trees) el
cual hibridiza la aproximacién EDA con un op-
timizador local. COMIT se introdujo por Balu-
ja y Davies (1997b, 1998). Puede consultarse
su pseudocodigo en Figura 7. Nétese la diferen-
cia entre esta aproximacién y la presentada en
la Figura 1 donde la estimacién de la distribu-
cién de probabilidad conjunta es a través de
los individuos seleccionados de la poblacién us-
ando el modelo estimado en la generacién pre-
via. La estimacion de la distribucién de proba-
bilidad de los individuos seleccionados en ca-
da generacién se efectia por medio de una red
Bayesiana aprendida por medio del algoritmo
propuesto por Chow y Liu (1968). Una vez
que se ha aprendido el modelo probabilistico,
la nueva generacion de individuos se obtiene
por muestreo del mismo. Los mejores de dichos
individuos se consideran como puntos iniciales
para llevar a cabo un procedimiento de busque-
da rapida. Algunos de los mejores individuos
obtenidos como resultados de estas busquedas
rapidas se anaden a los individuos selecciona-
dos en la generacion previa para crear la nueva
generacién de individuos.

3.3.3. BMDA

Pelikan y Miihlenbein (1999) proponen una fac-
torizacién de la distribuciéon de probabilidad
conjunta que tan sélo necesita de estadisticos
de orden dos. Su aproximacién, denominada
BMDA (Bivariate Marginal Distribution Algo-
rithm), estd basada en la construccién de un
grafo dirigido de dependencias aciclico, pero no
necesariamente conectado. De hecho el grafo de
dependencia puede verse como un conjunto de



COMIT
Dy «— Generar M individuos al azar

Repetir for [ = 1,2,... hasta que se verifique
un criterio de parada

Dls_e1 +— Seleccionar N < M individuos de
D;_ acorde con el método de seleccién

n(z) = p(sc|Dle1) = H?:l pi(z; | J'3j(i)) —
Estimar la distribucién de probabilidad
de los individuos seleccionados usando el
algoritmo MWST de Chow and Liu (1968)

D7 « Muestrear M; individuos de p;(z)
DlF ~% « Obtener M — N individuos

por medio de un procedimiento rapido
inicializado con la mejor solucién de Dls"

D; — Df S uDype,

Figura 7: Pseudocédigo del algoritmo COMIT.

arboles que no estan necesariamente conectados
entre si.

La idea bésica subyacente a la construccién del
grafo de dependencia es simple. En primer lu-
gar se escoge una variable arbitraria y se anade
la misma como un nodo del grafo. A continua-
cién se introduce aquella variable que presente
mayor dependencia —medida la misma a par-
tir del estadistico x? de Pearson— con respecto
a la seleccionada en el paso previo. En el si-
guiente paso, necesitamos anadir al grafo la va-
riable —que perteneciendo al conjunto de varia-
bles no seleccionadas hasta el momento— tenga
mayor dependencia en relacién a cualquiera de
las variables previamente incorporadas al grafo.
Este paso se repite hasta que todas las medi-
das de dependencias entre pares de variables
—una de las cuales estda en el grafo, mientras
que la otra pertenece al conjunto de variables
no seleccionadas— no superen un umbral previa-
mente determinado. En tal momento, se debe
seleccionar al azar una variable de entre el con-
junto de variables que no pertenecen al grafo en
ese momento. Todo el proceso se debe de repe-
tir hasta que todas las variables se anadan al
grafo.

O-O~-O—0O

a) MIMIC structure

A AR
Sgo SRS E

b) Tree structure c) BMDA

Figura 8: Representacién grafica de los modelos
probabilisticos para EDAs con dependencias a
pares (MIMIC, COMIT, BMDA).

En cada generacién la factorizacién obtenida
por el BMDA es de la forma siguiente:

p@)= [[ wla) ] ol i)

X, .€R; XiEV\Rz

donde V' denota el conjunto de n variables, R;
denota el conjunto conteniendo la variable raiz
—en la generacion |- por cada una de las com-
ponentes conectadas del grafo de dependencia,
v Xj(i) representa la variable conectada a la va-
riable X; y anadida antes que Xj.

Las probabilidades de los nodos raices, p;(x;),
al igual que las probabilidades condicionadas,
pi(zi | xj(;)), se estiman a partir de la base
de datos, DlS_el, conteniendo los individuos se-
leccionados.

La Figura 8 presenta una representacién de los
EDAs con dependencias a pares.

3.4. Dependencias miiltiples

En la literatura se han propuesto varios algo-
ritmos EDAs en los cuales la factorizacion de la
distribucién de probabilidad conjunta requiere
de estadisticos de orden superior a dos.

El primer trabajo en el que se contempla la
posibilidad de adaptar los métodos usados en
la induccion de modelos graficos probabilisticos
a partir de datos en un algoritmo EDA fue
presentando por Baluja y Davies (1997a). Sin
embargo los autores no muestran ninguna
evidencia de implementacién de su propuesta.



La mayorfa de estos algoritmos utilizan redes
Bayesianas para codificar las distribucién de
probabilidad en cada paso. El lector interesado
en los modelos graficos probabilisticos puede
consultar Castillo y col.(1999) para una amplia
introduccién a los mismos.

3.4.1. EcGA

Harik (1999) presenta un algoritmo —FErtended
compact Genetic Algorithm (EcGA)- cuya idea
béasica consiste en usar en cada generacion
un modelo de factorizacién de la distribucién
de probabilidad conjunta como producto de
marginales de tamano variable. Dicho modelo
se induciria en cada generacién del conjunto de
individuos seleccionados. Las distribuciones de
probabilidad marginales de tamano variable se
relacionan con las variables que estan en el mis-
mo grupo. El agrupamiento de variables se lleva
a cabo por medio de un algoritmo voraz hacia
adelante gracias al cual se obtiene una particiéon
de las n variables. Cada grupo de variables se
considera que es independiente del resto —tal y
como se muestra en la Figura 11-. De esta ma-
nera la factorizacién de la distribucién de pro-
babilidad conjunta de las n variables es de la

forma:
n(@) = [] n=.)
ceC

donde Cj denota el conjunto de grupos de va-
riables en la [-ésima generacidn, y p;(x.) repre-
senta la distribuciéon de probabilidad marginal
de las variables X ., es decir de las variables
que pertenecen al c-ésimo grupo en la [-ésima
generacién.

Como el algoritmo EcGA obtiene una particién
del conjunto de las n variables, se tiene que para
todo [ y para todo ¢, k € Ci:

UXC:{Xla“-an}, XCﬁXk:Q),
ceC

El algoritmo voraz que busca los grupos de va-
riables comienza con una particién con n gru-
pos (una variable en cada grupo). A continua-
cién el algoritmo lleva a cabo la unién de las
dos variables que proporcionan la mayor reduc-
ciéon de una medida que conjuga la suma de las
entropias de las distribuciones marginales con
una penalizaciéon de la complejidad basada en

el principio de descripciéon de longitud minima
(Rissanen, 1978).

La medida que EcGA trata de minimizar en
cada generacion tiene dos componentes:

= La complejidad de la poblacion comprimi-
da definida usando las entropias de las dis-
tribuciones marginales, como sigue:

N> WX, =

ceCy

-N Z Zp(XC =x.)logp(X.=x.)

ceC; L.
y

= La complejidad del modelo la cual tiene en
cuenta la dimensién del modelo de la ma-
nera siguiente:

log N} dim X,
ceC

donde dim X . representa el numero de
pardmetros necesarios para especificar la
distribucién marginal X .. En el caso de
que todas las variables unidimensionales
pertenecientes al grupo c-ésimo fuesen bi-
narias, se obtendria dim X, = ol Xel 1.

Teniendo en cuenta ambos componentes, la me-
dida que EcGA trata de minimizar en cada gen-
eraciéon es:

- Z Zp(XC = QZC) logp(Xc = wc)+

ceC) T,

log N > dim X..
ceCy

Esta medida fué denominada complejidad com-
binada por Harik (1999). El algoritmo de
busqueda voraz utilizado por EcGA comien-
za cada generacién suponiendo que todas las
variables son independientes. En cada paso el
algoritmo trata de juntar los dos grupos cuya
union tiene un valor en complejidad combinada
menor. Este proceso continua hasta que ningu-
na posible unién es capaz de proporcionar una
reduccién en la anterior medida. El modelo de
producto marginal resultante es el que sera usa-
do en esa generacion.

Tal y como puede verse en la Figura 9, la se-
leccion por torneo se utiliza en cada generacién



EcGA
Dy «— Generar M individuos al azar

Repetir for [ = 1,2,... hasta que se verifique
el criterio de parada

Dls_e1 +— Seleccionar N < M individuos
de D;_1 usando el método de seleccién
por torneo

pi(z) = p(:c\Dlel) = Hcecl pl($0|Dlel)
Estimar la distribuciéon de probabilidad
de los individuos seleccionados por medio
de un modelo de producto de marginales.
El modelo se busca de manera voraz
tratando de minimizar:

_Nzcecl ch p(Xe=z:)logp(X. =z:)+

log N ) cq, dim X

D; « Muestrear M individuos de p;(x)

Figura 9: Pseudocddigo del algoritmo EcGA.

para obtener el conjunto de individuos seleccio-
nados.

En Sastry y Goldberg (2000) se pueden con-
sultar resultados experimentales relacionando
el tamano de la poblacién con el tiempo de con-
vergencia del EcGA.

3.4.2. Algoritmo FDA

En el trabajo de Miihlenbein y col.(1999) se
introduce el algoritmo FDA (Factorized Dis-
tribution Algorithm). Este algoritmo se aplica
a funciones aditivamente descomponibles para
las cuales usando la running intersection prop-
erty (Lauritzen,1996), se obtiene una factoriza-
cion de la distribucion de probabilidad conjunta
basada en residuales x,, y separadores, x.,.

Una funcién h(xz) es aditivamente descom-
ponible si:

donde el conjunto S = {s1,...s}, con
s; € {1,...,n}, constituye un cubrimiento de

{1,...,n}, y los siguientes conjuntos:

di = U;-:lSj
bi = si\d;_1
C; = S5 n di—l

satisfacen las tres condiciones siguientes:

» b, (@ paratodoi=1,...,k
L dk:{1,2,...,n}

= Vi>23j <ital quec Csj.

En este caso la distribuciéon de probabilidad
conjunta puede factorizarse de la siguiente ma-

nera:
k

pi(x) = [ [ (s ]2,).

i=1

Esta factorizacién permanece vélida para todas
las iteraciones. Tan sélo se efectiian cambios en
la estimacién de las probabilidades las cuales
en cada generacion se efectian de una base de
datos conteniendo a los individuos selecciona-
dos. En cualquier caso el requerimiento de la
especificacion de la factorizacion de la distribu-
ci6én de probabilidad conjunta es una desventaja
en el momento de aplicar el algoritmo FDA a
problemas de optimizacién genéricos. En tales
casos ademaés de un aprendizaje paramétrico es
deseable un aprendizaje estructural.

Resultados tedricos para el FDA pueden consul-
tarse en Miihlenbein y Mahnig (1999a, 1999b,
1999¢, 2000), Zhang y Miihlenbein (1999) y
Mahnig y Miihlenbein (2000).

3.4.3. PADA

En Soto y col. (1999) la factorizacién se lle-
va a cabo por medio de una red Bayesiana
con estructura de polidrbol (no existe més de
un camino no dirigido entre cada par de va-
riables). El algoritmo propuesto se denomi-
na PADA (Polytree Approzimation of Distri-
bution Algorithms) y puede ser considerado un
hibrido entre los métodos basados en detectar
(in)dependencias condicionales y aquellos que
se engloban dentro de los métodos denomina-
dos score + busqueda.



3.4.4. EBNApc, EBNAgs,pen, EBNAg ¢

En el trabajo de Etxeberria y Larranaga (1999)
y Larraniaga y col. (2000a) la factorizacién de la
distribucién de probabilidad conjunta se codifi-
ca por medio de una red Bayesiana que se in-
duce en cada generacién a partir de la base de
datos conteniendo los individuos seleccionados.
El algoritmo se denomina EBNA (Estimation
of Bayesian Networks Algorithm). Tal y como
puede verse en la Figura 10, la red Bayesiana
que corresponde a la primera iteracién tiene co-
mo estructura un grafo sin arcos. En este caso
la factorizacién de la distribucién de probabili-
dad conjunta se obtiene a partir del producto de
las n distribuciones uniformes de probabilidad
marginales. Esto significa que la red Bayesiana
inicial, BNy, asigna la misma probabilidad a
todos los puntos del espacio de busqueda.

Teniendo en cuenta que necesitamos encontrar
una estructura de modelo adecuada lo mas rapi-
do posible, es deseable un algoritmo simple que
devuelva una buena estructura —aunque esta no
sea la 6ptima—. Un algoritmo con estas carac-
terfisticas es el algoritmo B (Buntine, 1991). El
algoritmo B es un algoritmo voraz que comien-
za con una estructura sin arcos y en cada paso
anade el arco que proporciona la mayor mejo-
ra en la medida de bondad que se esté uti-
lizando. El algoritmo para cuando la adicién de
cualquier arco no incrementa la medida de bon-
dad utilizada. Otra posibilidad para encontrar
buenos modelos de manera rapida es el uso de
estrategias de busqueda local. En contraposi-
cién con el algoritmo B que comienza en cada
paso desde el grafo sin arcos, las estrategias de
bisqueda local comienzan la bisqueda con el
modelo obtenido en la anterior generacién. Se
han implementado distintos criterios para guiar
la busqueda de buenas estructuras basados en
diferentes scores —BIC, K2+pen— asi como en el
testeo de (in)dependencias condicionales entre
tripletas de variables —algoritmo PC—, obtenien-
do de esta forma distintas instanciaciones de
EBNA: EBNAgjc, EBNAKQJ,.pey“ EBNApc.

Nétese que el algoritmo EBNAkoipen,
Larrafiaga y col. (2000a)— establece una cota
superior al nimero de padres que la mejor es-
tructura puede llegar a tener, para de esta for-
ma controlar automaticamente la complejidad
del modelo.

EBNApc, EBNAK2 pen, EBNAprC

BNy < (So, 00) con Sy DAG sin arcos y 6°
n 1

uniforme. po(x) = [[;_; p(2:) = [[1=, o
Dy «+— Muestrear M individuos de po(x)

Repetir for [ = 1,2,... hasta que se satisfaga el
criterio de terminacién

Dlsfl < Seleccionar N individuos de D;_1

S}« Encontrar la mejor estructura
acorde con un criterio:
tests de (in)dependencia condicional
(EBNAp()
Score Bayesiano penalizado + busqueda
(EBNAK2+pen)
Maéxima verosimilitud penalizada 4 busqueda
(EBNAg;c)

0" — Calcular Qﬁjk usando Dlel Ccomo
conjunto de datos

BN, — (S;,6"

D; < Muestrear M individuos de
BN; using PLS

Figura 10: Pseudocédigo de los algoritmos
EBNApc, EBNAK2+pen, and EBNABjc.



Aplicaciones del algoritmo EBNA a diferen-
tes problemas pueden consultarse en Ben-
goetxea y col. (2000, 2001a) —macheo inex-
acto de grafos—, Blanco y Lozano (2001) —
optimizacién combinatoria—, de Campos y col.
(2001) —inferencia abductiva parcial en redes
Bayesianas—, Inza y col. (2000, 2001a, 2001c)
—selecciéon de subconjuntos de variables—, Inza
y col. (2001b) —pesado de variables en K-NN—,
Lozano y Mendiburu (2001) —planificacién de
trabajos—, Sierra y col. (2001) —induccién de
reglas—, Robles y col. (2001) —problema del
viajante de comercio— Roure y col. (2001) —
agrupamiento particional- y Sagarna y Lar-
ranaga (2001) —problema de la mochila—. Véase
asimismo una versiéon paralela de EBNA en
Sagarna (2000) y Lozano y col. (2001).

3.4.5. BOA

Pelikan y col. (1999a, 2000a, 2000b) y Pelikan
y Goldberg (2000c) propusieron el algoritmo
BOA (Bayesian Optimization Algorithm). BOA
usa la métrica BDe (Bayesian Dirichlet equiv-
alence) para evaluar la bondad de cada estruc-
tura. Esta métrica Bayesiana tiene la propiedad
de que asigna el mismo valor a estructuras
que reflejan las mismas (in)dependencias condi-
cionales. La busqueda de la mejor estructura es
voraz y comienza en cada generacién en el grafo
sin arcos. Tratando de reducir la cardinalidad
del espacio de bisqueda se asume la restriccion
de que cada nodo en la red Bayesiana tiene co-
mo mucho k£ padres. En Schwarz y Ocenasek

(1999) se presentan comparaciones empiricas
entre BOA y BMDA.

Véase Pelikan y Goldberg (2000b) para una
modificacién del algoritmo BOA para proble-
mas jerarquicos usando un modelo hibrido de-
nominado red de Huffman. En Pelikan y col.
(2000c) BOA se adapta para incluir estructuras
locales por medio de grafos de decision, los
cuales sirven para guiar la construccién de la
red Bayesiana.

Otros trabajos que usan aproximaciones
Bayesianas en la aproximacién EDA —aunque
en este caso el paradigma de red Bayesiana no
se usa— son Zhang (1999), Zhang y Cho (2000)
y Zhang y Shin (2000).

FDA EBNA, BOA EcGA

Figura 11: Representacion grafica de los mode-
los de probabilidad para los EDAs propuestos
en optimizacion combinatoria con dependencias
multiples (FDA, EBNA, BOA y EcGA).

3.4.6. LFDA, FDA;, FDA-BC, FDA-
sC

Miihlenbein y Mahnig (1999¢) introdujeron el
algoritmo LEDA (Learning Factorized Distribu-
tion Algorithm) que bésicamente sigue la misma
aproximacién que EBNAgr¢. La diferencia ra-
dica en que en LFDA la complejidad del mode-
lo aprendido se controla por la métrica BIC en
conjuncién con una restricciéon acerca del maxi-
mo nimero de padres que cada variable puede
llegar a tener en la red Bayesiana.

Ochoa y col. (1999) propone un algoritmo
inicial FDA[, para aprender —por medio de
tests de (in)dependencia condicional— un érbol
de unién a partir de una base de datos.
La idea subyacente es obtener el &arbol de
unién que mejor satisface las (in)dependencias
condicionales detectadas por los tests de
(in)dependencia condicional.

En Ochoa y col. (2000a) se presenta un algorit-
mo de aprendizaje de estructura que tiene en
cuenta cuestiones relativas a la fiabilidad y al
coste computacional. El algoritmo se denomi-
na FDA-BC (Factorized Distribution Algorithm
with Bayesian networks of Bounded Complexi-

ty).

Ideas similares pueden consultarse en el al-
goritmo FDA-SC propuesto por Ochoa y col.
(2000b). En este caso la factorizacién de la dis-
tribucion de probabilidad conjunta se lleva a
cabo por medio de estructuras simples (arboles,
polidrboles, o bosques).




3.5. Modelos mixtos

Pelikan y Goldberg (2000a) proponen el uso de
modelos probabilisticos mas flexibles para es-
timar la distribuciéon de probabilidad conjunta
a partir de los individuos seleccionados. Para
problemas simétricos y multimodales efectiian
un agrupamiento de los individuos selecciona-
dos en cada generacion. Este agrupamiento se
lleva a cabo en cada generaciéon por medio de
un método répido (Forgy, 1965). El modelo
obtenido puede escribirse como:

k
pi(@) = mipLi(a)
=1

donde en cada generacién I, m;; denota el pe-
so de la i-ésima componente de la mixtura y
pri(z) es la distribucién de probabilidad del -
-ésimo grupo obtenido a partir de los indivi-
duos seleccionados. Una de las restricciones del
método —la cual puede ser resuelta por medio
de la consideracién de métodos de agrupamien-
to mas sofisticados— es la determinacién a priori
del ntimero de grupos. Tal y como comentan los
autores, en problemas donde los picos de la fun-
cién que se optimiza tienen tamanos desiguales,
el método es muy sensible a métodos de selec-
cién que ejercen mucha presion.

En la misma linea, véase también el trabajo de
Pena y col. (2001) en el cual una aproximacién
EDA basada en modelos mixtos, donde cada
mixtura es una red Bayesiana y su correspon-
diente peso se obtiene a partir del algoritmo
EM.

4. A modo de conclusién

En este trabajo se ha presentado una revision
de distintas aproximaciones EDAs en proble-
mas de optimizacién combinatoria. Las distin-
tas propuestas se han presentado usando una
notacion unificada y han sido organizadas desde
el punto de vista de la complejidad del mode-
lo gréfico probabilistico que aprenden en cada
generacién a partir de los datos.

El articulo ha pretendido al mismo tiempo
poner al lector en disposicién de comenzar a
realizar trabajos de investigacién sobre EDAs.
Al ser éstos un paradigma de optimizacién

relativamente nuevo, existen muchas campos
abiertos donde llevar a cabo esta tarea de
investigacion. Dentro de estos campos po-
driamos destacar: modelado matematico de
EDAs, optimizacién multiobjetivo utilizando
EDAs, algoritmos EDAs paralelos, EDAs en
funciones multimodales, nuevos campos de
aplicacién de EDAs, utilizacién de diferentes
métodos a la hora de codificar la distribucion
de probabilidad, etc.
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